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Sobreestosapuntes

Estosapuntesseestánrealizandoparacubrir el temariode la asignatura“Circuitosy siste-

masdigitales” , del DepartamentodeElectrónicay Comunicaciones,queseimparteenprime-

ro de Escuelay Facultadde Informáticaen la UniversidadPonti�cia de Salamancaen Madrid

(UPSAM)[2].

Sehanpublicadobajo una licencia libr e, de maneraquesepuedancopiar, distribuir y/o

modi�car. Y seha hechoasípor decisióndel autor. El conocimientosiempreseha difundido

mediantelascopias. En la edadmediaserealizabancopiasa manode los libros en los monas-

terios.Posteriormentecon la apariciónde la imprenta,eseprocesoque tardabamuchosaños

seredujodrásticamente,permitiendoademásobtenerun númeromuchísimomayorde copias,

con lo que mayor cantidadde genteteníaaccesoa los conocimientos.Actualmentetenemos

prohibidocopiartotal o parcialmentelos libros.Sólohayquemirar lasnotasqueaparecenenla

contraportada.Y estaesunadelasparadojasqueexistenhoy endíaenel mundodela enseñanza:

El conocimientolo puedetransmitirel profesororalmente,sin embargo, no esposiblerealizar

copiasdel conocimientoqueexisteenlos libros.Y si lo copiasestásviolandola ley.

Pocoa poco,estánapareciendopublicacionesy sobretodo softwarequepermitenquese

realicencopias.Es más,seincita a quesehaganestascopias,puesesla únicamanerade que

se transmitael conocimiento.Y no sólo eso,sino quesepermitesu modi�cación, de manera

que cadavez se vayanenriqueciendomás.Es un enfoquesimilar al del mundocientí�co: el

descubrimientode cadacientí�co pasaa ser partede la comunidadcienti�ca, paraque otras

personaslos puedanutilizar pararealizarnuevosdescubrimientos.

Esteesun asuntopolémico,quevisto desdeunaperspectiva cientí�ca tienemuchosentido,

perovistodesdeunaperspectivacomercialpuedeponerlospelosdepuntaamásdeuno.A mí me

gustamásel enfoquecientí�co dela enseñanza.Y eseseconocimientoel quetienequecircular

libremente,motivo porel cualestosapuntestienenunalicencialibre.
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Licencia

Seconcedepermisoparacopiar, distribuir y/o modi�car estedocumentobajolos términosde

la LicenciadeDocumentaciónLibre deGNU (GNU FreeDocumentationLicense)[1]
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Capítulo 1

Intr oducción

Antesdeentrarenlosdetallesdeestaasignatura,esinteresantetenerunaperspectivamayor,

paraentenderel contexto de estaasignatura,en quéfundamentossebasay cómoserelaciona

conel restodeasignaturas.

1.1. Electrónica

EstaasignaturatratasobreElectrónica. La Elecrónicaestudiael comportamientodeloselec-

tronesendiversosmedios,y seaplicanestosconocimientosparaconseguir que“ los electrones

haganlo quenosotrosqueramos”. Así porejemplo,si construimosuncircuitoelectrónicocons-

tituido porunapequeñabombilla,unapila y un interruptor(�gura 1.1)y lo conectamos,lograre-

mosquelos electronescirculenpor todoel circuito y queal atravesarla bombillapartedeellos

seconviertanenluz1. ¡¡Hemosconseguidoque loselectronesnosobedezcan!!

Para“dominar” a los electrones,esnecesariocrearcircuitoselectrónicos, formadosporma-

terialesconductores(cables)queunentodoslos componentesdel circuito, de la mismamanera

quehaytuberíasdeaguaquerecorrennuestrascasas,uniendodiferenteselementos:grifos,llaves

depaso,el contadordelagua...

El objetivo de la electrónica aplicada esconstruir circuitos electrónicospara que los

electronessecomportende la manera quea nosotrosnosinterese.

1No esel objetivodeestosapuntosel entrarenlosdetallesdelosfenómenosfísicosquesubyacenenloscirucitos
electrónicos.Sepretendequeel alumnotengauna“intuición” delo queestápasando.

13
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Pila
Bombilla

Interruptor abierto

Pila
Bombilla

Interruptor cerrado

Electrones

-

+

-

+

Figura1.1:Un circuitoelectrónicomuysimple:pila, interruptory bombilla

1.2. Tiposdeelectrónica

1.2.1. Electrónica Analógica

Unodelosgrandesretosdelhombreesel demanipular, almacenar, recuperar y transportar

la información quetenemosdel mundoen el quevivimos, lo quenospermiteir progresando

pocoapoco,cadavezconmásavancestecnológicosquefacilitannuestraviday quenospermiten

encontrarrespuestasa preguntasqueantesnosepodíanresponder.

Ahora estamosviviendoun momentoenel queesacapacidaddemanipulación, almacena-

miento, recuperación y transportede la información estácreciendoexponencialmente,lo que

nosconvierteenlo quelossociólogosllamanla “Sociedaddela información”, y quetendrá(de

hechoya tiene)grandesimplicacionessociales.

Conla aparicióndela electrónicalasposibilidadesparadesarrollaresascapacidadesaumen-

taronconsiderablemente.Paracomprenderlosprincipiosdela electrónicaanalógica, noscentra-

remosenunejemploconcreto:la manipulación, almacenamiento,recuperacióny transporte

de una vozhumana.

Cuandohablamos,nuestrascuerdasvocalesvibrande unadeterminadamanera,lo queori-

ginanquelasmoléculasdel aire tambiénlo hagan,chocandounasconotrasy propagandoesta

vibración.Si noexistiesenesasmoléculas,comoenel espacio,el sonidonosepodríapropagar.2

2Aunqueen la mayoríade las películasde ciencia-�cción, cuandounanave destruyea otra en el espacio,se
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Tiempo

Posicion
molecula

Figura1.2:Un trozodeunaseñalacústica

Si medimosla vibracióndeunadeestasmoléculas,duranteun intervalo cortodetiempo,y

la pintamos,podríatenerunapintacomola quesemuestraenla �gura 1.2.A estavibraciónla

llamaremosseñalacústica.

Cuandoestaseñalacústicaincidesobreunmicrófono, apareceunaseñaleléctricaquetiene

unaformaanálogaa la dela señalacústica.Lasvibracionesdelasmoléculassehanconvertido

envariacionesdelvoltaje,queal �nal setraducenenvibracionesdeloselectrones.Esdecir, que

conlosmicrófonoslo queconseguimosesqueloselectronesvibr endeuna maneraanálogaa

cómolo hacenlasmoléculasdel aire (ver �gura 1.3).

Estanuevaseñaleléctricaqueaparece,sedenominaseñalanalógica, puestoqueesanáloga

ala señalacústicaoriginal.Deestamanera,conseñaleseléctricasconseguimosimitar lasseñales

del mundoreal.Y lo queesmásinteresante,conseguimosquela informaciónqueseencuentra

enla vibracióndelasmoléculasdel aire,pasea los electrones.Cuantomejorseael micrófono,

másseparecerála señaleléctricaa la acústica,y la informaciónsehabrá“copiado” con más

�delidad.

La electrónicaanalógicatrataconestetipo deseñales,análogasa lasquehayenel mundo

real,modi�candosuscaracterísticas(ej. ampli�cándola,atenuándola,�ltrándola...).

Fijémonosen el esquemade la �gura 1.4. La personaquehablaemiteunaseñalacústica

queesconvertidaen unaseñalelectrónicaanalógicapor el micrófono.Estasdosseñalesson

muy parecidas,pero la que saledel micrófono es máspequeña.Por ello se introduceen un

circuitoelectrónico,llamadoampli�cador, quela “agranda”(la hamanipulado). A continuación

estaseñalsepuederegistrar en unacinta magnéticadeaudio.Lo quesegrabaesuna“copia”

de la señal,peroahoraconvertidaa señalmagnética.En cualquiermomentola señalsepuede

escuchaunsonidodeexplosión.¡¡¡¡Fenómenoqueesimposible!!!!!, peroquequedamuyvistoso:-)
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Señal
acustica

electrica
analogica

Señal

Ambas señales
son muy parecidas

Persona
hablando

:-)

Microfono Cable

Figura1.3:Conversióndeunaseñalacústinaenunaseñaleléctrica
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Figura1.4:Un sistemadetratamientodevoz,conelectrónicaanalógica
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volver a recuperar, convirtiéndosedeseñalmagnéticanuevamentea señaleléctrica.Unaparte

del sistemasehallamado“sistemadetransmisión-recepción”indicándoseconestoquela señal

eléctricasepuedetransportar(Porejemploel sistematelefónico).Finalmenteseintroducepor

un altavoz querelalizala conversióninversa:pasardeunaseñaleléctricaa unaacústicaquese

puedeescuchar.

Los problemasde lossitemasanalógicosson:

1. La informaciónestáligadaa la formadela onda.Si estasedegrada,sepierdeinformación

2. Cadatipo de señalanalógicanecesitade unoscircuitoselectrónicosparticulares(No es

lo mismoun sistemaelectrónicoparaaudioqueparavídeo,puestoquelasseñalestienen

característicascompletamentediferentes).

En lasseñalesanalógicas,la información seencuentraen la forma de la onda

1.2.2. Electrónica digital

Existeotramanerademodi�car, almacenar, recuperar y transportarlasseñales,solucionan-

do los problemasanteriores.Esun enfoquecompletamentediferente,quesebasaenconvertir

lasseñalesennúmeros.

Existeunteoremamatemático(teoremademuestreodeNyquist)quenosgarantizaquecual-

quier señalsepuederepresentarmediante números, y quecon estosnúmerossepuedere-

construir la señaloriginal.

Deestamanera,unaseñaldigital, esunaseñalqueestádescritapornúmeros.Esunconjunto

denúmeros.Y la electrónicadigital esla quetrabajaconseñalesdigitales,o sea,connúmeros.

Sonlosnúmeroslosquesemanipulan, almacenan, recuperany transportan.

Re�exionemosun poco.Estamosacostumbradosa escucharel términotelevisión digital, o

radiodigital. ¿Quésigni�ca esto?¡¡¡Signi�ca que lo quenosestánenviando sonnúmeros!!!!!

Quela informaciónquenosenvían estáen los propiosnúmerosy no en la forma quetengala

señalquerecibidos.¿Y quéesun sistemadigital?,un sistemaquetrabajaconnúmeros.¿Y un

circuitodigital?Un circuitoelectrónicoquetrabajaconnúmeros.¡¡Y sóloconnúmeros!!

Si nos�jamos, conun ordenador, queesun sistemadigital, podemosescucharmúsicao ver

películas.La informaciónqueestáalmacenadaenel discodurosonnúmeros.

En la �gura 1.5 semuestraun sistemadigital. La señalacústicaseconvierteen unaseñal

eléctrica, y a travésdeun conversor analógico-digital setransformaennúmeros,quesonpro-

cesadospor un circuito digital y �nalmente convertidosde nuevo en unaseñalelectrónica, a
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A/D
5083... 9287...

Figura1.5:Sistemadigital

travésdeun conversor digital-analógico, queal atravesarel altavoz seconvierteenunaseñal

acústica.

El utilizar circuitosy sistemasquetrabajensóloconnúmerostieneunaventajamuy impor-

tante:sepuedenrealizarmanipulacionesconindependenciadela señalqueseestéintroduciendo:

datos,voz, vídeo...Un ejemplomuy claro esinternet.Internetesunareddigital, especializada

enla transmisióndenúmeros.Y esosnúmerospuedenserdatos,canciones,vídeos,programas,

etc...La rednosabequétipo deseñaltransporta,“sólo venúmeros”.

La electrónica digital trabaja con números. La información estáen los números y no

en la forma de señal.Cualquier señalsiempre sepuedeconvertir a númerosy recuperarse

posteriormente.

1.3. Cir cuitosy sistemasdigitales

Ya podemosentenderde lo que trataestaasignatura.En ella estudiaremosy diseñaremos

circuitos digitales, que manipulannúmeros.Existenunosnúmeros en la entrada y nuestro

circuitosgeneraráotrosnúmerosdesalida (�gura 1.6).Algunosnúmerosseconsideraráncomo

datosy otrosseusaránparael controldelpropiocircuito.Nonospreocuparemosdedóndevienen

estosnúmeros,peroya sabemosqueo bienvendrándeotro sistemadigital, o biendeunaseñal

analógicaquesehaconvertidoanúmeros(sehadigitalizado).

Un circuito digital realizamanipulacionessobre los númerosde entrada y generaunos

númerosdesalida.
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Numeros de
salida

Numeros de
entrada

Circuito

Ditial
5,8,10... 22,4,05...

Figura1.6:Un circuitodigital genérico

1.4. Organizaciónde los apuntes

En la introducciónhemosvisto la importanciaquetienenlos númerosenlos sistemasdigi-

tales. Enel capítulo2 veremoslasdiferentesformasderepresentarunnúmeroy enconcretonos

centraremosenel sistemabinario . Parapoderdiseñarcircuitosdigitales,quemanipulennúme-

rosenbinario,primerohabráquemanejarlasmatemáticasquehaydetrás:el algebra de boole,

queseveráenel capítulo3. Describiremosun tipo decircuitos,los circuitos combinacionales,

mediantefuncionesbooleanasy enel capítulo4veremoscómosepuedenimplementarmediante

puertas lógicas. En el capítulo5 describiremosotroscircuitoscombinacionalesmáscomplejos,

constituidosa partir depuertaslógicas,peroquesepuedenconsiderarcomocomponenteselec-

trónicos:multiplexores,demultiplexores,codi�cadores,decodi�cadores,comparadores...y enel

capítulo7 cómoesposiblerealizaroperacionesaritméticas. A partirdelcapítulo8 seempiezan

a ver cirucitos secuenciales, quesecaracterizanporquepueden“recordar”o almacenarnúme-

ros.Los biestablesnospermitenalmacenar1 bit de informacióny agrupándolosen registros

(capítulo9) almacenamosmásinformación.Finalmenteestudiaremoslos contadores(capítulo

10)y los autónomas�nitos (capítulo11).
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Capítulo 2

Sistemasde representación

2.1. Intr oducción

Hemosvisto en el capítulo1 cómo un circuito digital trabaja con números y sólo con

números.El esquemageneraldeestoscircuitossepuedever enla �gura 2.1.Antesdeentraren

la comprensióny diseñodeestoscircuitos,hayqueestudiarcómosepuedenrepresentaresos

números, de maneraqueel circuito los entienda.Veremosqueexistenmuchísimasformasde

representarel mismonúmero(dehecho,existenin�nitas formas),perosólounaspocassonlas

quenosinteresaránparalos circuitosdigitales.

2.2. Conceptos

El conceptode númerotodoslo tenemos,peroun mismo número sepuederepresentar

de muchasmaneras. Porejemplo,el número10, lo representamosmediantedosdígitos, el '1'

y el '0'. Si utilizásemosnumeraciónromana,estemismonúmerolo representaríamossólocon

un únicodígito 'X'. Peroestáclaroqueambasrepresentaciones,“10” y “X” hacenreferenciaal

mismonúmerodiez.

Numeros de
salida

Numeros de
entrada

Circuito

Ditial
5,8,10... 22,4,05...

Figura2.1:Un circuitodigital genérico
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Nosotrosestamosacostumbradosa representarlos númerosutilizandodiezdígitos:'0', '1',

'2', '3', '4', '5', '6', '7', '8', '9'. PoresonuestrosistemaderepresentaciónsedenominaSistema

decimalo sistemaen basediez.

Analicemosconun pocomásdedetalleel sistemadecimal, queesel quemanejamoshabi-

tualmente.Vamosa representarel número“tresmil doscientosochentay uno”:

3281

Observamoslo siguiente:

Estáconstituidoporcuatrodígitos:'3', '2', '8' y '1'.

El orden enel queestáncolocadosesmuy importante y si semodi�ca, seestárepresen-

tandootro número.

Cuanto mása la izquierda estáun dígito, másimportante es.

Esteúltimo puntoesmuy intuitivo. Imaginemosqueel número3281representael sueldomen-

sualde un ingeniero1. Si le preguntamosquédígito esel que le gustaríamodi�car paratener

un sueldomayor, no dudaríaenseñalaral '3'. “¡¡Ojalá me subieranen sueldoa 4281euros!!”

pensaríael ingeniero.Sin embargo, seecharíaa reir si su jefe le dijese:“te subimosel sueldoa

3285euros”.

El dígito '3' esmásimportantequetodoslos quetienea suderecha.Tieneun pesomayor

queel restodedígitos.De hecho,estedígito '3' estárepresentandoal númerotresmil. El dígito

'2' por estarenterceraposicióncomenzadodesdela derecha,representael númerodoscientos,

el '8' al ochentay el '1' al uno.Podemosdescomponerel númerodela siguientemanera:

3281= 3000+ 200+ 80 + 1 =

= 3 � 1000+ 2 � 100+ 8 � 10+ 1 =

3 ������� +2 ������� +8 ������� +1 �	�
���

Observamosquecadadígitoestámultiplicandounapontenciade10.Cuantomásala izquier-

dasesitúeel dígito,mayorserála pontenciadediezpor la quesemultiplica.

En la �gura 2.2semuestrael número3281descompuestoendígitosy pesos,y seindicacuál

esel dígitodemayorpesoy cuálesel demenor.

1Obviamenteestonosecorrespondeconla realidad:-)
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mayor peso
Digito de Digito de

menor peso3 2 8 1

PESOS

DIGITOS

3.10 + 2.10 + 8.10 
3 2 1 0

+ 1.10

Figura2.2:Dígitosy pesosdelnúmero3281

Estesistemade representacióntambiénsellamasistemaen basediez porquelos pesosde

losdígitossonpotenciasde10:El dígitodemásdela derechatieneunpesode ����� , lossiguientes

tienenpesosde ����� , ����� , ����� , �
��� ...

Nosotrosrepresentamoslos númerosen el sistemadecimal, que constade diez dígitos

diferentes,asignándolesun pesoqueesuna potenciadediez,y queserámayorcuantomása

la izquierdaseencuentreel dígito.

¿Quénos impide queutilicemosunossistemasde representaciónen los que los pesosde

los dígitos,o inclusolos dígitosseandiferentesdelos del sistemadecimal?Nada.Porejemplo,

podemosemplearun sistemade representaciónoctal (Base8), queutiliza sólo ochodígitos

(0,1,2...7)pararepresentarcualquiernúmeroy lospesosdelosdiferentesdígitosseránpotencias

de8.Enestesistema,si escribimoslosdígitos352nosecorrespondenconel número“trescientos

cincuentay dos” . Paracalcularcuálesel númeroquerepresentahayquemultiplicarcadadígito

porsucorrespondientepeso,obteniendoel número equivalenteen el sistemadecimal.

352= 3 ����� + 5 ����� + 2 ����� =

3 � 64+ 5 � 8 + 2 = 248

El número352en representaciónoctal esequivalenteal número248del sistemadecimal.

En el sistemaoctal,los dígitostienenpesosquesonpotenciasde8, enlugardepotenciasde10

comoen el sistemadecimal. Paraevitar confusionescuandosetrabajaconsistemasde repre-

sentacióndiferentes,seempleala siguientenotación:
������	�
���


�

� �
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El subíndice8 indicaqueel númeroestárepresentadoenun sistemaoctaly conel subíndice

10 seindicaquelo estáenunsistemadecimal.

2.3. Algunossistemasde representación

2.3.1. Sistemaoctal (Base8)

Ya lo hemosvistoenel apartadodeintroducción.Utiliza ochodígitos:0,1,2,3,4,5,6y 7 y los

pesossonpotenciasde8. No lo utilizaremosenestaasignatura.

2.3.2. Sistemabinario (Base2)

¿Sepodríanutilizar sólo dosdígitospara representarcualquiernuméro? Si, sedenomina

sistemabinario . Estesistemaderepresentaciónsóloutiliza los dígitos 0 y 1 para representar

cualquier número. Fijémonosenlo interesantequeresultaesto,¡¡¡sólo condosdígitospodemos

representarcualquiera delos in�nitos números!!!

Enel sistemabinario lospesosdeestosdígitossonpontenciasde2. Veamosunejemplodel

númerobinario ��� ����� �

��� �
� � � = 1 �

���

+ 0 �

�

� + 1 �

�

� + 0 �

�

� +0 �

�

� +1 �

�

� =
�

�

+
�

�

+
�

�

= 41

El númerobinario ��� ����� � secorrespondeconel número41 endecimal.

El sistemabinario tiene mucha importancia y lo utilizar emosconstantementeen esta

asignatura. Fijémonosen lo que signi�ca estaforma de representación.Utilizando sólo dos

dígitos,esposiblerepresentarcualquierade los in�nitos números.En la tecnologíaactualdis-

ponemosdeun elemento,llamadotransistor, quesepuedeencontrarendosestadosdiferentes,

abiertoo cerrado2, alosquele asociamoslosdígitos0 y 1.Todosloscircuitosintregradoso chips

sebasanenestostransistoresy trabajaninternamenteenbinario.Todaslasoperacionesserea-

lizan utilizandoestesistemaderepresentación,por esoesmuy importantequelo conozcamos,

paraentendercómofuncionanlosmicroprocesadoresy loschipspordentro.

El sistemabinaro utiliza sólodosdígitosdiferentespara representarcualquier número.

El pesode losdígitosesuna potenciade 2.

2El nombretécnicoparaestosestadosesCortey Saturación,peroesmásintuitivo pensarenun transistorcomo
enunpequeñointerruptorquepuedeestarabiertoo cerrado.
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2.3.3. Sistemahexadecimal(Base16)

¿Yseríaposibleutilizar másde10 dígitospara representarlos números?. Tambiénesposi-

ble.Eseesel casodel sistemahexadecimal, enel queseemplean16 dígitos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

7,8,9, A, B, C, D, E y F, dondelasletrasrepresentanlosnúmeros10,11,12,13,14y 15respec-

tivamente.Los pesosde los dígitossonpontenciasde16. Porejemplo,el númerohexadecimal

FE2Asepuededescomponerdela siguientemanera:

���

��� 


�

�	�������

�

�	�	�����

�

�������
�

�

�	��� � =
�

�

��������� �




�	�	�����

�

��������� �
� �	��� �




�

�

�
���

El sistemahexadecimalesmuycurioso.Permiteescribirnúmeroscomolossiguientes:CA-

CA, DE,BACA :-). Sedejacomoejercicioel obtenersuscorrespondientesnúmerosenel sistema

decimal.

Estesistema,comoveremosmásadelante,seempleaparaescribirnúmerosbinariosdeuna

maneramáscompacta,dadoqueel pasodehexadecimalabinarioy vice-versaesinmediato.

2.4. Generalización

Dadounnúmerodemdígitos( �����������

�

�

, y usandounsistemaenbaseb, sepuedeexpresaren

el sistemadecimalutilizandola siguientefórmula:

�
���
���

�

�������

�

�

�

�

�




�

�

� 
��

�
� ��!

�

Estafórmulano esmásquela generalizacióndelosejemplosexpuestosenel apartadoante-

rior. Si estamostrabajandoconun sistemaenbase7 (b=7) y el númeroquequeremosconvertir

al sistemadecimaltiene4 dígitos(m=4), la fórmuladeconversiónsería:

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�#"
�

�

�

�

�$"
�

�

�

�

�#"
�

�

�

�

�#"
�

En estaasignaturanos centraremosen el sistemabinario , queseráel quetendremosque

comprenderparautilizarlo enel diseñodecircuitosdigitales.
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2.5. Tabla deconversiónpara los sistemas

decimal-binario- hexadecimal

La tablaquesemuestraacontinuaciónrepresentalasequivalenciasentrediferentesnúmeros

expresadosenlossistemasdecimal, binario y hexadecimal, quesonlos quemásusaremos.

DECIMAL BINARIO HEXADECIMAL

0 0000 0

1 0001 1

2 0010 2

3 0011 3

4 0100 4

5 0101 5

6 0110 6

7 0111 7

8 1000 8

9 1001 9

10 1010 A

11 1011 B

12 1100 C

13 1101 D

14 1110 E

15 1111 F

Ejercicios:

Hacerel ejercicio1 deestecapítulo.

2.6. Cir cuitosdigitalesy el Sistemabinario

Ahoraqueya tenemosun pocomásclaroel conceptodenúmeroy lasdiferentesformasque

tenemosderepresentarlo,podemosretomarel esquemadeun circuito digital (Figura2.1) para

precisarlounpocomás.
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Figura2.3:Un circuitodigital genérico,conentradasy salidasbinarias
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Figura2.4:Un circuito digital contresbitsdeentraday 4 desalida

Conla tecnologíaquehayactualmente,loscircuitosdigitalesmanipulannúmerosqueestán

representadosenbinario.Así podemosdecirqueuncircuito digital actualtienecomoentradas

y salidasnúmeros en binario . Es decir, númerosquevienenexpresadoscon los dígitos'0' y

'1'. En la �gura 2.3 sehadibujadoun circuito digital genérico,enel quesusentradasy salidas

seexpresanenbinario.Cadaunadelasentradasy salidarepresentaundígitobinario.¿Perocual

esel pesodeestedígito?Esonoslo indicanlossubíndicesdelasletrasE y S.Así, la entrada
�

�

secorrespondeconel dígito demenorpeso,la entrada
�

�

conlos dígitosdepeso
�

�


 �

, y así

sucesivamentehastala entradan queesla demayorpeso.Lo mismoesaplicablea la salida.

En los circuitos digitales, los números que se procesan,están expresadosen binario,

tanto en la entrada comoen la salida.

Un dígito binario , que puedeser '0' ó '1', recibeel nombrede BIT , del término ingles

BInarydigiT (dígitobinario).Utilizaremoslosbitsparaindicarel tamañodelasentradasy salias

denuestroscircuitos.Así por ejemplopodemostenerun circuito digital con3 bits deentraday

4 desalida.Estecircuito semuestraenla �gura 2.4.

Los circuitosdigitalessólosabentrabajarconnúmerosenbinario, sinembargoa loshuma-

nosnosesmáscómodotrabajarendecimal.Trabajarconnúmerobinariospuedeparecer“poco

intuitivo”. Vamosa ver cómoen determinadasocasionesresultamuy intuitivo el trabajarcon

númerosbinarios.

Imaginemosqueen unahabitaciónhay 5 bombillassituadasen la mismalínea,y quecada
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Bombilla
encendida

Bombilla
apagada

10 110
Figura2.5:Utilizacióndelsistemabinarioparaexpresarel estadode5 bombillas

unadeellaspuedeestarencendidao apagada.¿Cómopodríamosrepresentarel estadodeestas

5 bombillasmediantenúmeros?Unamaneramuy intuitiva seríautilizar el sistemabinario , en

el queutilizaríamosel dígito 1 paraindicarquela bombilla estáencendiday el dígito 0 para

indicarqueestáapagada. Así el número01011nosindicaquela primerabombillaestáapagada,

la segundaencendida,la terceraapagaday las dosúltimasencendidas,comosemuestraen la

�gura 2.5.Estaformaderepresentarel estadodelasbombillasesbastanteintuitivo. Esteesun

ejemploenel quesepuedeverque“pensar”enbinarioresultamásfácil quehacerlodirectamente

endecimal.

2.7. Sistemabinario y sistemahexadecimal

El sistemahexadecimalseutiliza pararepresentarnúmerosbinarios de una forma más

compacta. Cadadígitohexadecimalcodi�ca 4 bits,demaneraqueunnúmerohexadecimalde4

bitspermiterepresentarunnúmerobinariode16 bits.Veamosun ejemplo:

1011000111101101= B1ED

Podemosver cómo es muchomáscómodoutilizar el númerohexadecimalqueel binaro.

Pero,¿cómosepasade binario a hexadecimalo vice-versa?El procesoesmuy sencillo.Lo

únicoquehayqueconoceresla tabladel apartado2.5.El númeroenbinariohayquedividirlo

engruposde4 bits empezandodesdela derecha.La conversióndel númerobinarioanteriorse

haríadela siguientemanera:
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Circuito

Ditial
E S

1 Bit de entrada 1 Bit de salida

A B5 voltios 0 voltios

Figura2.6:Cómointroducirdígitosbinariosporunbit dela entradadeun circuitodigital

00011011 1110 1101

B 1 E D

Ejercicios:

Hacerlosejercicios2 y 3 deestecapítulo.

2.8. Bits y electrónica

Todavía nosquedaunacosapor resolver. En la electrónicatrabajamoscon electrones,for-

zándolosa quehaganlo quenosotrosqueremos.En el casode los circuitosdigitales,lo que

hacemosesoperarcon números.¿Cómoconseguimosesto?¿Cómointroducimoslos números

enloscircuitosdigitales?

La soluciónaestoesasignarun voltajea cadauno delosdosestadosdeun bit. Lo normal,

conocidocomológicaTTL, esasignarel valor de5 voltios al dígito '1' y 0 voltios al dígito '0'.

Estaasignacióndevaloresdependedela tecnologíaempleada.

En la �gura 2.6 semuestraun circuito digital quetieneun bit de entrada.Si queremosin-

troducirun dígito '1' ponemosel interrupciónenla posiciónA, demaneraquepor la entradaE

llegan5 voltios. Si queremosintroducir un dígito '0' ponemosel interruptoren la posiciónB,

por lo quellegancerovoltios.
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En los circuitos digitales,seusandostensionesdiferentes,una para representarel dígito

'1' y otra para representarel dígito '0'. En la electrónicatradicional seusan5 voltios para el

digito '1' y 0 voltiospara el digito '0'

2.9. Otr ossistemasde representación

Pararepresentarlos númeroshemosvisto quelos circuitosdigitalesutilizan el sistemabi-

nario.Y hemosestadoutilizandoel sistemabinario natural , enel quelos bits tienendepeso

potenciasde2, queeslo máshabitual.

Sin embargo existenotrossistemasderepresentaciónquesonbinariosenel sentidodeque

sólousanlosdosdígitos'0' y '1', sinembargotienenpesosdiferentes.Algunosdeestossistemas,

tambiénconocidoscomocódigossonlossiguientes:

1. Código BCD: Decimal Codi�cado en Binario. Es una manerade representarnúmeros

decimalesen binario. A cadadígito decimalse le asignan4 bits, correspondientesa su

númerobinario natural.Así por ejemplopararepresentarnúmerodecimal21 en BCD,

utilizaremosentotal 8 bits,4 paraunodelosdosdígitos:

21= 00100001

Losprimeros4 bits representanal dígito '2' y los4 siguientesal dígito '1'.

2. Código AIKEN : Similar al BCD, perocon los pesoscambiados.Cadadígito decimalse

representamediante4 bits,siendolospesosdeestosbits: 2, 4, 2 y 1.

3. Código GRAY: Son una familia de códigosque se caracterizanporqueel pasode un

númeroal siguienteimplicaquesólosemodi�ca unbit.

2.10. Terminología

BIT Dígitobinaro.Unbit puedetomarlosvalores0ó1.Eslaabreviaturadelaspalabrasinglesas

deBinarydigiT.

Byte Conjuntode8 bits. El númeromásalto quesepuederepresentaresel 11111111,queen

decimales255.
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2.11. Ejerciciosresueltos

1. Descomponerel número �

�

en susdígitosy pesos.

Solución:

�

�

= � �	��� � �

�

�	�
� �

Dígitos:'6' y '3' conpesos10y 1.

2. Hacer lo mismoqueen ejercicio 1, pero conel número 10358.

Solución:

�
�

� �

�




� �	����� � � �	��� ���

�

���������

�

�������
� � �	��� �

Dígitos'1', '0', '3', '5' y '8' conpesos10000,1000,100,10y 1 respectivamente.

3. Pasar lossiguientesnúmerosal sistemadecimal:

a) ��� ��� ��� �

�

Solución:
�
� ��� � ���




� �

�

�

� � �

�
�

� � �

�

�
� � �

�

�
� � �

�

�
� � �

�

�
� � �

�

� =
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�




+ 16 + 4 + 2 +1 = 87

b)
�

�

�

�

�

�

Solución:

BABA=B �����
�

�

�

�����
�

�

�

�����
�

�

�

�	���
� =

��� � 4096+ 10� 256+ 11� 16+ 10=

45056+ 2560+ 176+ 10 =47802

c)
��� 	

Solución:
��� 	 
��

�����
�

�

��� � =2� 8 + 9 = 16 + 9 = 25

4. Pasarde hexadecimala binario:

a) FFFF

Solución:

FFFF= F - F - F - F = 1111-1111-1111-1111= 1111111111111111
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b) FA00

Solución:

FA00 = F-A-0-0= 1111-1010-0000-0000= 1111101000000000

c) 321C

Solución:

321C= 3-2-1-C= 0011-0010-0001-1100= 11001000011100

2.12. Ejercicios

1. Pasar lossiguientesnúmerosa decimal

a)
� 


"

	

b)
���

� �

�

c)
�

�

�

�

�

d) ��� � � �

�

2. Pasarde binario a hexadecimal

a) 0101101011111011

b) 10010001110000101

c) 1111000011110000

d) 0101010110101010

3. Pasarde hexadecimala binario

a) FFFF

b) 01AC

c) 55AA

d) 3210



Capítulo 3

ALGEBRA DE BOOLE

3.1. Intr oducción

Cuandotrabajamoseningeniería, utilizamosecuacionesy modelosmatemáticosquedescri-

brenlo queestamosdiseñandoo analizando.Así porejemplo,la ecuación

�

�����


 �

��� ���
	��

��


nosindicacuál esla velocidadmáximade transmisiónpor un canalquetieneun anchode

bandaW y por el quesepermitenn estadosposiblesde la señaltransmitida,y seráusadapor

un Ingeniero deTelecomunicaciónpara el diseñodecanaleso sistemasdecomunicación.Esa

ecuacióndescribeunarelaciónentreciertasvariables,quesonobjetodeestudiodel Ingeniero.

A lo mejornoentendemosel signi�cadodeestaecuación.No sabemoslo quesigni�ca ancho

de bandao velocidadmáximade transmisión, perosí entendemoslas operacionesquehay en

ella:hayproductosy logaritmos. Sinsabernada,y partiendodelosdatosiniciales: �


����

� � ,

n=4,seríamoscapacesdecalcularel valorde
�

����� :

�

�����


��

�

���

� � ���
	��

�


 
 �

�

���

� � �

� 


��� � ���

Sólohayqueintroducirlosdatosenunacalculadoray yaestá.

De la mismamanera,si un físico nosdicequela posicióndeciertapartículavienedetermi-

nadapor la ecuación:

�


 �

���������
�������

�
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y nosdalossiguientesdatos:A=5, t=0 y �




� , sabemoscalcularel valordex, queserá:

�


��

� ��� ��� � ��� � �

�

y por laspropiedadesdelos NúmerosReales, quesonlos queestamosmanejando,sabemos

que“algopor cero escero” y “algomáscero esalgo”:

�


��

������� � � � � � �

�


��

������� � � � �

�


��

������� � �

�


��

�
�




�

¿Y por qué hemossabido hacer eso?Porqueconocemoslasoperacionesqueel físico ha

utilizadoy ademássabemosalgunaspropiedadesdeellas.

En estasdosecuacionesde ejemplo,los números y las variables son Reales. El conjunto

delos NúmerosRealeslo conocemosmuy bien,asícomotodaslasoperacionesde�nidasenél.

Estamosacostumbradosa trabajarconellosdesdepequeños,poresoestetipo deecuacionesnos

parecenintuitivasy sencillas,aunquenocomprendamoslo quesigni�can lasvariablesusadas.

Hemosdichoqueloscircuitosdigitalestrabajanconnúmeros,y queestosnúmerosseexpre-

sanenbinario. Veremosmásadelantecómoconun conjunto deecuacionespodemosdescribir

lo que haceun circuito, quetransformalos númerosde la entraday los sacapor la salida.Sin

embargo,puestoqueestosnúmerosvienenexpresadosenbinario,las variablesy númerosuti-

lizadosNO SONREALES.

Paradescribirun circuitodigital utilizaremosecuaciones

Para describirun circuito digital utilizaremosecuacionesmatemáticas.Sin embargo,estas

ecuacionestienenvariablesy númerosqueNO SONREALES,por lo queNO podemosaplicar

lasmismaspropiedadesy operacionesqueconocemos.Hay queutilizar nuevasoperacionesy

nuevaspropiedades,de�nidas enel ALGEBRA DE BOOLE.

Portanto,vamosa trabajarconunasecuacionesa lasqueNO estamosacostumbrados. Son

muysencillas,peroal principiopuedenresultarpocointuitivas.Enestecapítuloaprenderemosa

trabajarconellas.

3.2. Las operacionesdel Álgr ebra deBoole

Enel Álgebra deBoolehaydosoperaciones,denotadasconlossímbolos+ y � peroque¡¡no

tienen nada que ver con las operacionesque todosconocemosde sumay producto!!. ¡¡¡No
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hayqueconfundirlas!!!!.El + y el � del Algebra deBooleseaplicana bits, esdecir, a números

quesólopuedenserel '0' ó el '1' .

3.2.1. La operación+

Estaoperaciónsede�ne dela siguientemanera:

0 + 0 = 0

0 + 1 = 1

1 + 0 = 1

1 + 1 = 1

Lastresprimerasoperacionesnosresultanobvias,sonigualesquela sumaqueconocemos,

sin embargo la expresión � � �




� nospuederesultarchocante.¿¿Pero no mehabíandicho

todala vida que1+1=2??, nospodemosestarpreguntando.Sí, perohayquerecordarqueaquí

estamosutilizandootraoperaciónqueNO ES LA SUMA, la denotamosconel mismosímbolo

'+', ¡¡pero no esuna suma normal!! ¡¡Hay que cambiar el “chip”!! ¡¡Ahora estamoscon

Algebra de Boole!!

Pasadoel pánicoinicial, si nos �jamos en estanueva operación,notamoslo siguiente:El

resultadosiempre esigual a '1' cuandoalgunode losbits sumandosesigual a '1' . O lo que

eslo mismo,El resultadode estasumasóloda '0' si los dosbits que estamossumandoson

igualesa cero. Encasocontrariovaldrá'1'.

¿Y paraquénossirve estaoperacióntanextraña?Veamosun ejemplo.Imaginemosquehay

unasalagrandea la quesepuedeaccedera travésde dospuertas.En el techohay unaúnica

lámparay existen dos interruptoresde luz, uno al lado de cadapuertade entrada.Como es

lógico, la luz seenciendecuandoalgunosde los dosinterruptores(o los dos)seactivan. Esto

lo podemosexpresarmedianteuna ecuaciónbooleana. Para denotarel estadode uno de los

interruptoresutilizaremosla variable booleanaA, quepuedevalor '0' (Interruptorapagado)ó

'1' (interruptoractivado).Parael otro interruptorusaremosla variable B. Y parael estadodela

luz, '0' (apagada)y '1' encendida,usaremosla variable F.

El estadoen el que seencuentra la luz, en funciónde cómoesténlos interruptoresviene

dadopor la ecuaciónbooleana:

�


��

�

�

queindicaqueF=1(Luz encendida)si algunodelos interruptoresestáa '1' (activado).
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Ya lo veremosmásadelante,peropodemosir adelantandounaspropiedadesmuy interesan-

tes.Si A esunavariableboolena,secumple:

A + A = A

1 + A = 1

0 + A = A

3.2.2. La operación �

Estaoperaciónsede�ne así:

0 � 0 = 0

0 � 1 = 0

1 � 0 = 0

1 � 1 = 1

Enestecaso,la operaciónesmásintutitiva, puestoqueesigual queel productodenúmeros

Reales. Si nos�jamos, vemosqueel resultadosólovale '1' cuandolos dosbits estána '1' , o

visto deotramanera,el resultadoes'0' cuandoalgunode losdosbits es'0' .

Vamosa ver un ejemplo.Imaginemosunacajade seguridadde un bancoquesólo seabre

cuandosehanintroducidodosllavesdiferentes,unala tieneel directory la otra el jefe de se-

guridad.Si sólo se introduceunade ellas,la cajano seabrirá.Modelaremosel problemaasí.

Utilizaremosla variable A parareferirnosa unade las llaves('0' no introducida,'1' introdu-

cida) y la variable B parala otra llave. Con la variable F expresamosel estadode la cajade

seguridad('0' cerraday '1' abierta).El estadodela cajalo podemosexpresarconla ecuación:

�


��

�

�

queindicaquela cajaseabrirá(F=1)sólosi A=1 (unallave introducida)y B=1 (la otrallave

introducida).Encualquierotrocaso,F=0,y por tantola cajano seabrirá.

Podemosir adelantandoalgunaspropiedadesdeestaoperación:

A � A=A

A � 0=0

A � 1=1
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3.2.3. La negación

La operaciónde negaciónnospermiteobtenerel estadocomplementariodel bit o variable

booleanaal queselo aplicamos.Sede�ne dela siguientemanera:

�




�

�




�

Es decir, quesi selo aplicamosa '0' obtenemos'1' y si selo aplicamosal '1' obtenemos

'0'. Estaoperaciónnospermitecambiarel estadodeunavariablebooleana.Si A esunavariable

boolena,
�

tieneel estadocontrario.

3.3. Las propiedadesdel Álgebra de Boole

LasoperacionesdelÁlgebra deBoolelaspodemosde�nir utilizandotablasdeverdad:

Operación+

A B A+B

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

Operación �

A B A � B

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

LaspropiedadesdelAlgebra deBoolesonlassiguientes:

1. Las operaciones+ y � sonCONMUTATIVAS
�

�

�




�

�

�

�

�

�




�

�

�
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2. ElementoNeutro

A+0=A

A � 1=A

3. Distrib utiva
�

� �

�

�

�

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

4. Elementoinverso
�

�

��


�

A �

�

=0

Operacióndenegaciónde�nida por:

�




�

�




�

Ejercicios:

Parapracticare ir cogiendosolturaconel Algebra deBooleserecomiendahacerel ejercicio

1 deestecapítulo.

3.4. Teoremasimportantes

Derivadosdelaspropiedadesfundamentales,existenunaseriedeTeoremasmuyinteresantes

e importantesqueusaremosa lo largo detodoel curso.Algunoslos utilizaremosen la teoríay

otrosparalosproblemas.

Asociatividad
�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�


 �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�


��

� �

�

�

�

�

Idempotencia:
�

�

�




�

�

�

�




�



3.4. TEOREMASIMPORTANTES 39

Ley de Absorción
�

�

�

�

�


 �

�

� �

�

�

�

�


��

Esteteoremaesmuy importantepuestoquenospermiterealizarsimpli�cacionesen las

expresiones.

Leyesde DeMorgan
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����

�

���




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����

�

���




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����

�

���

Esteteoremaestambiénmuy importantey lo usaremosconstantemente.Vamosa hacer

algunosejemplosparaaprenderautilizarlo:

� Ejemplo 1:
�

�

�


 �

�

�

� Ejemplo 2:
�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

� Ejemplo 3:
�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

� Ejemplo 4:
�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

TeoremadeShannon:
�

�

�

���

�

���

�����

�

���

�

�

�

�

�




�

�

�

���

�

���

�����

�

���

�

�

�

�

�

Esteteoremaesunageneralizaciónde las leyesde DeMorgan.Lo quenosdice esque

si tenemoscualquierexpresiónbooleananegada,esigual a la mismaexpresiónen la que

todaslasvariablesesténnegadasy en la quesesustituyanlasoperaciones+ por . y vice-

versa.

Veamosalgunosejemplos:

� Ejemplo 5: �

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

En esteesteejemplosepodríanhaberaplicadolas leyesde DeMorgansucesivasveces,

comohemoshechoen ejemplosanteriores,sin embargo podemosaplicarel Teoremade

Shannon.

� Ejemplo 6:
�

�

�

�

�

=(
�

�

�

�

�

�

� Ejemplo 7:
�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�
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Teoremadeexpansión:
�

�

�

���

�����

�

���

�




�

�

�

�

� �

�

�

� �

�����

�

���

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

���

�����

�

���

�

�

�

�

���

�����

�

���

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�����

�

���

���

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

���

�����

�

���

���

Esteteoremaesmásteóricoy no tieneaplicacióndirectaenlosproblemas.

Ejercicios:

Hacerel ejercicio2.

3.5. Funcionesbooleanas

3.5.1. Funcionesrealesy funcionesbooleanas

Hastaahorahemosvisto en quéoperacionessebasael Algebrade Boole y algunasde sus

propiedades.Paraaprenderatrabajarconestenuevo tiepodeexpresionesbooleanasesnecesario

practicar, poresoserecomiendaquesehaganlosejerciciospropuestos.

Utilizando expresionesbooleanas, vamosa de�nir Funcionesbooleanas, quesonexacta-

menteigualesa las funcionesmatemáticasa lasqueestamoshabituadosperocon la particula-

ridaddequelas variables sonbooleanasy quelos valoresdevueltospor la función también

sonbooleanos,esdecir, una función booleanasólopuedetomar losvalores'0' ó '1' .

Comohemoshechoantes,vamosaverun ejemploutilizandounafunciónmatemáticadelas

quetodosconocemos.Porejemploesta:

�

�

�

�




�

�

� �

SetratadeunafunciónRealquetieneunavariableReal(x). Paracadavalor dex, otenemos

el valordela función.Así porejemplopodemoscalcularlossiguiente:

�

� �

�




�

�

� �

�


��

�

�

�

�


��

�

�

�

�




�
�
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Comoesunafunción Real, obtenemoscomovaloresdela funciónNúmerosReales.

Tambiénpodemosde�nir funcionesrealesde2 ó másvariables,comoporejemplo:

�

�

�

���

�




�

�

�

�

�

. Función de2 variables

� �

�

��� ���

�




�

�

�

�

�

. Función de3 variables

Comoestamosacostumbradosatrabajarconestetipo defunciones,nosresultansencillas.Ahora

vamosa de�nir funcionesbooleanas. Paraello hay queteneren mentequetrabajaremoscon

variablesbooleanasy quepor tantousaremoslasoperaciones+ y � delAlgebra deBoole, y que

comoya sabemos,nadatienenquever con lasoperacionessumay productoa lasqueestamos

habituados.

Porejemplo,seala siguientefunción booleanadeuna variable:

�

�

�

�


 �

El valor devuelto por la función esel negadodel quese le pasapor la variable.Como la

variableA esbooleana,sólopuedetomarlosvalores'0' y '1'. Losquela funciónF tomason:

F(0)=� =1

F(1)=�




�

Vamosade�nir unafunciónun pocomáscompleja,usandodosvariablesbooleanas,A y B:

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

¿Cuandovale F(0,0)?sólo hay que sustituir en la función los valoresde A y B por '0',

obteniéndose:

F(0,0)=(0+0)� �




� � �




�

Calcularemosel valordeF parael restodevaloresdeentradadeA y B:

�

� �

�

�

�




� � � �

�

� �




� � �




�

�

� �

�

�

�




� ��� �

�

� �




� � �




�

�

� �

�

�

�




Sedejacomoejercicioparapracticar(La soluciónes0).
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Fijándonosenestafuncióntansencilla,podemosdarnoscuentadevariascosas:

1. PuestoquelasvariablesdeentradaA y B, sólopuedentomarlos valores'0' y '1', hay4

casosdistintos:

a) A=0, B=0 �

�

� �

�

�

�




�

b) A=0, B=1 �

�

� �

�

�

�




�

c) A=1, B=0 �

�

� �

�

�

�




�

d) A=1, B=1 �

�

� �

�

�

�




�

2. Antesdecalcularlos valoresquetomala función,según lo quevalganA y B, sepueden

aplicaralgunaspropiedadesparaobtenerunafunción mássimpli�cada (Comoveremos

enel apartado3.7):
�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�




{Aplicando la propiedaddistributiva}=
�

�

�

�

�

�

�


��

�

�

Esmássencillotrabajarconestafunciónsimpli�cada:
�

�

�

�

�

�


 �

�

�

Lasfuncionesbooleanaspuedenserdemuchasmásvariables,comoenlossiguientesejemplos:

�

�

�

��� ���

�




�

�

�

�

�

. Funciónbooleanade3 variables

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

. Funciónbooleanade4 variables

�

�

�

���

�

���

�

���

�

� �

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

. Funciónbooleanade5 variables

Por cuestionesde comodidad,muchasvecesno escribimosentreparéntesislas variablesde la

función,asíporejemplopodemosde�nir unafunción de3 variablesdela siguientemanera:

�


 �

�

�

�

�

Ejercicios:

Hacerel ejercicio3
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3.5.2. Funcionesbooleanasy tablasde verdad

Existendosmanerasderepresentarunafunciónbooleana.Unaya la conocemos,y esutili-

zadoexpresionesbooleanas.Así porejemplosepuedede�nir la funciónbooleanasiguiente:

�


��

�

�

y hemosvisto cómopodemosobtenertodoslosvaloresdeestafunción.

Existe otra manera de especi�car una función booleanay es utilizando las tablas de

verdad. En ellas lo queestamosrepresentandoesel valor quedebetomar la función cuando

lasvariablesdeentradatomantodoslos valoresposibles.Así por ejemployo puedode�nir una

funciónG dela siguientemanera:

A B G

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

¿CuántovaleG si A=0 y B=1?.Miramosla tablay vemosqueG vale1.Estaformadede�nir

funcionesbooleanasesmuysencilla.El númerode�las dela tabladeverdaddependedelnúmero

devariablesqueusemos.

Cuantomayornúmerodevariables,mayorcantidadde�las tendrála tabladeverdad.

La regla quesecumpleesla siguiente:“Si la función tienenn variables,la tabladeverdad

tendrá
�

�

�las”. Veamosalgunosejemplos:

Si unafuncióntiene2 variables, sutabladeverdadtendrá4 �las

Si la funcióntiene3 variables, la tablatendrá
�

�




8 �las

Si la funcióntiene4 variables, la tablatendrá
�

�




16 �las

.....

En la prácticanoharemostablasdeverdaddemásde4 variables.Paraesoestánlosordenadores

:-). Nosotrosaprenderemosade�nirlas y manejarlas.

Todavía hayalgoquenecesitamosconocer. ¿Quérelaciónhay entre una función de�nida

mediante expresionesbooleanasy una función de�nida mediante una tabla de verdad? Es
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decir, dadaunatabladeverdad,¿cómopodemosobtenerla expresiónbooleanadela función?O

dadaunafunciónmedianteunaexpresión,¿cómoobtenemossutabladeverdad?.

Obtencióndeuna tabla deverdad a partir de una expresión

Estoesbastantesencillo.Lo primeroquehayquehaceresidenti�car el númerodevariables

dela función,paraconocerel tamañodela tabladeverdad.A continuaciónescribimosnúmeros

en binario en la partede las variables.Finalmentevamos�la por �la obteniedoel valor de la

función,utilizandola expresión.

Lo mejoresverunejemplo.Imaginemosquenoshandadola siguientefunción,de�nida por

la expresión:

�


 �

�

�

1. La funcióntiene2 variables,luego la tabla de verdad tendrá
�

�


 


�las

2. Dibujamosunatabladeverdadcon4 �las, y ponemosenla partedela izquierdael número

de�la enbinario natural, comenzandopor la �la 0.

A B F

0 0

0 1

1 0

1 1

3. Aplicandola expresión,vamoscalculandoel valor de F. La primera�la secorresponde

conF(0,0),la segunaconF(0,1),la terceraconF(1,0)y la últimaconF(1,1):

�

� �

�

�

�




� � �




� � �




�

�

� �

�

�

�




� � �




� � �




�

�

� �

�

�

�




� � �




� � �




�

�

� �

�

�

�




� � �




� � �




�

4. Yapodemosrellenarla tabladeverdad:
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A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Veamosotro ejemplo,ahoraconunafunción de 3 variables:

�


 �

�

�

�

�

1. Comola funcióntiene3 variables,la tabla deverdad tendrá
�

�




8 �las .

2. Dibujamosla tabla,poniendoenbinarionaturalel númerode�la, comenzandopor0:

A B C G

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

3. Calculamosel valor de la función paracadaunade las �las. El resultadosemuestraa

continuación,dejándoseal lectorsucomprobación:

A B C G

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1
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Ejercicios:

Hacerel ejercicio4

Obtencióndeuna expresióna partir deuna tabla de verdad

Cuandodiseñemoscircuitoscombinacionales,serámuy normalquetengamosunatablade

verdadque hayaque convertir a expresionesbooleanas.El procesoes sencillo, sin embargo

ocurrequedadauna tabla de verdadsepuedenobtenermultitud de expresionesdiferentes,

todasellas equivalentes. Nuestramisión consistiráen obtenerla expresiónmássimpli�cada

posible.Estolo iremosviendoenlossiguientesapartados.

3.6. Formascanónicas

A partir deuna tabla deverdad, podemosobtenermúltiples expresionespara la misma

función. Todasesasexpresionessonequivalentesy podemosobtenerunasexpresionesdeotras

aplicandolaspropiedadesdel Álgebra deBoole.

Existendostiposdeexpresionesqueseobtienendirectamentedela tabladeverdad,deforma

inmediata.Sedenominanformas canónicas. Secaracterizanporqueen todoslos términosde

estasexpresionesaparecentodaslasvariables.

3.6.1. Primera forma canónica

Unafunciónqueestéenla primera forma canónicasecaracteriza porque estáformada

por sumasdeproductos. Y recordemosquepor serunaformacanónica, entodossustérminos

seecuentrantodassusvariables.

Un ejemplode una función de 3 variables,expresadaen la primeraforma canónicaes la

siguiente:

�


��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Vemosqueestáconstituidapor la sumadetrestérminosy encadaunodelos términosestán

todaslasvariables.

La obtencióndela primeraformacanónica,a partir deunatabladeverdadesinmediato.El

procesosedenomina“desarrollodela tabladeverdadpor unos”.Tomamosla tabladeverdady

sólonos�jamos enlas�las enlasquela funciónvale'1', olvidándonosdelresto.Porcadaunade
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estas�las tendremosun sumando,constituidopor el productodetodaslasvariables,aplicando

la siguienteregla:

Si una variableestáa '0', en la �la escogida,usaremosla variablenegada,y si estáa '1'

usaremosla variablesin negar.

Ejemplo:

Obtenerla primeraformacanónica,a partirdela siguientetabladeverdad:

A B C F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

Nos�jamos enlas�las enlasqueF=1.Vemosquesólohaytres�las, por tantola funciónF

sepodráexpresarcomosumadetrestérminos.Tomemosla primera�la en la queF=1.En ella

vemosqueA=0, B=0 y C=1,por tantoel primertérminoserá
�

�

�

�

�

. Ahoranos�jamos enla

siguiente�la en la queF=1: A=0, B=1 y C=1,por tantoel segundotérminoserá:
�

�

�

�

�

. Y

por último nos�jamos enla última �la enla queF=1,enla queA=1, B=1 y C=1,por lo queel

términoserá:
�

�

�

�

�

. La función F serála sumadeestostr estérminos:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Estafunciónestáconstituidaporlasumadetrestérminosy encadaunodeelloseselproducto

delastresvariables,biennegadaso no.

Vamosenalgunoscasosqueestaexpresiónrepresentala mismafunciónquela dela tablade

verdad:

1. ParaA=0, B=1 y C=0,vemosenla tabladeverdadqueF=0.Vamosacomprobarlo:
�




� � � � � � � � � � � � � � � � �




� � � � �




�

2. ParaA=0, B=1 y C=1,enla tabladeverdadF=1.Lo comprobamos:
�




� � � � � � � � � � � � � � � � �




� � � � � � � � � � � � �




�
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Sedejacomoejerciciola comprobaciónparatodoslos demáscasos.

Ejercicios:

Hacerlosejercicios5 y 6.

Notación:

A cadaunodelos sumandosdeunaexpresiónenla primeraformacanónica,le corresponde

una�la dela tabladeverdad,esdecir, unnúmeroendecimal.Así enla funciónanterior:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

el término
�

�

�

�

�

representala �la dela tabladeverdadenla queA=0, B=0 y C=1,quesi

seponeendecimalesel número1.

Deestamanera,esafunciónla podemosescribirdela siguientemanera:

�


��

� �

�

�

�

"

�

3.6.2. Segundaforma canónica

Un función en la segundaforma canónicasecaracteriza porque está formada por un

productodesumas. Y entodossustérminosdebenaparecertodassusvariables,biennegadaso

no.Porejemplo:

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

estáconstituidapor dostérminosquevan multiplicados,y cadauno de ellos estáformado

porsumas.

La obtencióndela segundaformacanónica,a partir deunatabladeverdadesinmediato.El

procesosedenomina“desarrollodela tabladeverdadporceros”.Tomamosla tabladeverdady

sólonos�jamos enlas�las enlasquela funciónvale'0', olvidándonosdel resto.Porcadauna

deestas�las tendremosun término,constituidopor la sumadetodaslasvariables,aplicandola

siguienteregla:
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Si una variableestáa '1', en la �la escogida,usaremosla variablenegada,y si estáa '0'

usaremosla variablesin negar.

Esdecir, queestareglaesjustola contrariaquecuandoestábamostrabajandoconla primera

formacanónica.

Ejemplo:

Obtenerla segundaformacanónica,apartirdela siguientetabladeverdad:

A B C F

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

Nos �jamos en las �las en las queF=0. En esteejemplohay tres.Cada�la representaun

término,queestarámultiplicandoal resto.Tomamosla primera�la enla queF=0 y vemosque

A=0, B=1 y C=0.Aplicandola regla,el términoqueobtenemoses:
�

�

�

�

�

. Parala siguiente

�la en la queF=0,A=1, B=0 y C=0:
�

�

�

�

�

y �nalmente,de la �la en la queA=1, B=1 y

C=0obtenemos:
�

�

�

�

�

. La funciónF desarrolladapor la segundaformacanónica,queda:

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

Sedejacomoejercicioal lector el quecompruebequeefectivamenteestaexpresiónrepre-

sentala mismafunciónquela dela tabladeverdad.

Ejercicios:

Hacerlosejercicios7 y 8.
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Notación:

Parala segundaforma canónicaseusaotra notación.La función F anteriorestáconsituida

por trestérminosmultiplicados.Si nos�jamos enel primero:
�

�

�

�

�

, secorrespondeconla

�la dela tabladeverdadenla queA=0, B=1, C=0,quesi lo ponemosendecimalesel número

2. Deestamanerapodemosusarla siguientenotaciónpararepresentara F:

�


��

�

�

�




�

�

�

3.7. Simpli�cación de funcionesbooleanas

3.7.1. Intr oducción

EnlasmatemáticasconnúmerosReales, estamosmuyacostumbradosasimpli�car. Dehecho

eslo quenoshanenseñadodesdepequeños.Si unadeterminadaexpresiónla podemossimpli-

�car, ¿porquéno hacerlo?,asíseguro quenosahorramoscálculos.Por ejemplo,si vemosla

siguienteecuación:




�

���

� 
 �

lo primeroquehacemosessimpli�carla, aplicandoprimeroque �

�


 �

, quedando:

�

���

� 
 �

quetodavíapuedesersimpli�cada más,dividiendopor2:

���

�




�

Unavezsimpli�cada esmuchomásfácil trabajar.

Cuandoestamosdiseñandocircuitos digitales, utilizaremosfuncionesbooleanasparades-

cribirlos. Y antesde implementarlos,esdecir, antesdeconvertir lasecuacionesa componentes

electrónicos(puertaslógicas)tenemosquesimpli�car al máximo. Una de lasmisionesde los

Ingenierosesdiseñar, y otramuy importanteesoptimizar . No bastacon realizar un circuito,

sino quehay quehacerlocon el menornúmeroposibledecomponenteselectrónicos. Y esto

eslo queconseguimossi trabajamosconfuncionessimpli�cadas.
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Las funcionesbooleanassetienen que simpli�car al máximo,para diseñar los circuitos

conel menornúmerodecomponenteselectrónicos.

Y esteseráunodelosgrandescaballosdebatalladeestaasignatura:la simpli�cación de las

funciones. Estasimpli�cación la podemosrealizardedosmanerasdiferentes:

1. Utilizando las propiedadesy Teoremasdel Algebra de Boole. Se denominamétodo

analíticode simpli�cación de funciones.Hay que manejarmuy bien estaspropiedades

parapodereliminarla mayorcantidaddetérminosy variables.

2. Utilizando el métodode Kar naugh. Esun métodográ�co quesi lo aplicamosbien,nos

garantizaqueobtendremosla función mássimpli�cada posible,a partir de unatablade

verdad.

Normalmentelasformas canónicasnosonlasexpresionesmássimpli�cadas.

3.7.2. Método analítico de simpli�cación de funciones

Desgraciadamenteno exite tal métido:-(. Hay quebasarseenla experienciay enel conoci-

mientodelaspropiedadesy teoremasdelAlgebradeBoole.Lo mejoresverun ejemplo:

Ejemplo:

Simpli�car la siguientefunción:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Vamosa intentaraplicarla propiedaddistributiva,lo quenormalmentellamamossacarfactor

común.Operandoconlos términos1 y 3:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

Operandoconlos términos2 y 4:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

� �

�

�

�

�




�

�

�

La funciónquenosquedaes:
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�


 �

�

�

�

�

�

�

Tantola funcióninicial, comola quehemosobtenidosonfuncionesequivalentes.Tienenla

mismatablade verdad,sin embargo, la segundaestámuchomássimpli�cada: sólo tienedos

sumandosy cadasumandotienesólodosvariables.

Ejemplo:

Simpli�car la siguientefunción:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Si nos�jamos, vemosquepodemosreordenarla funcióndemaneraquequede:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

y puestoque
�

�

�

�

�




� y cualquiercosamultiplicadapor0 es0, al �nal nosqueda:

�




�

�

�

�

�

3.7.3. Método de Kar naugh

En esteapartadoveremosun métodopara obtenerla función mássimpli�cada a partir de

una tabladeverdad.

Vamosa ir pocoa poco,viendolos fundamentosdeestemétodo.Supongamosquetenemos

unafunciónF(A,B,C)detresvariables,cuyatabladeverdades:
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A
�

�

F

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

Si la desarrollamospor la primeraformacanónicaobtenemos:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Veremoscomoaplicandoel métododeKarnaughpodemossimpli�car estafunción.Vamosa

organizarestamismatabladela siguientemanera:

0 0 1 1

1 1 1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

Observamoslo siguiente:

En total hay8 casillas,cadaunacorrespondientea una�la dela tabladeverdad

Encadacasillaestácolocadoel valordela funciónF, correspondienteaesaentrada.En la

tabladeverdadhaydos�las enlasqueF=0y 6 �las enlasqueF=1.Enel nuevo diagrama

haydoscasillascon'0' y 6 con'1'.

Hay dos�las, enal primera�la estántodoslos valoresdeF correspondientesa A=0, y en

la segundacorrespondientesaA=1.

Hay 4 columnas,y el númeroqueestáenla partesuperiordecadaunadeellasnosindica

losvaloresdelasvariablesB y C enesacolumna.

Dadaunacasillacualquiera,mirandoel númerosituadoen la misma�la, a la izquierda

del todonosinformadel valor de la variableA y los dosvaloressuperiores,en la misma
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columna,nosdanlos valoresdeB y C. Así por ejemplo,si tomamoscomoreferenciala

casillaqueestáen la esquinainferior derecha,secorrespondecon el valor que tomaF

cuandoA=1, B=1 y C=0.

Entredoscasillasadyacentescualesquiera,sólo varíaunavariablede entrada,quedando

lasotrasdosconlosmismosvalores.Porejemplo,si estamosenla casillainferior derecha,

en la queA=1, B=1 y C=0. Si vamosa la casillaqueestáa su izquierdaobtenemosun

valor de las variablesde: A=1, B=1, C=1. Si lo comparamoslos valoresde las variables

correspondientesala casillaanterior, vemosquesólohacambiadounadelastresvariables,

la C. Lo mismoocurresi nosdesplazamosacualquierotracasillaadyacente.

Ahoravamosaverunapropiedad“mágica”deestatabla.Si obtenemosla primeraformacanóni-

ca,obtenemosunafuncióncon6 términos.Vamosa �jarnos sóloenlos términosqueobtenemos

si desarrollamossólo dos casillasadyacentes,como por ejemploslas marcadasen gris en la

�gura:

0 0 1 1

1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

1 1

Los valoresde las variablesen estascasillasson: A=1, B=1, C=1 y A=1, B=1, C=0. Si

obtenemoslos términosdela primeraformacanónicay los sumamos:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

� �

�

�

�

�


 �

�

�

¡¡Senoshansimpli�cado!! Esdecir, porel hechodeagruparlos términosobtenidosdeestas

doscasillasy sumarlos,sehansimpli�cado. Y estoesdebidoa la propiedadantescomentadade

queentredoscasillasadyacentessólovaríaunadelasvariables,demaneraquepodemossacar

factorcomún.Estosdostérminossonlossumandos5 y 6 dela primeraformacanónicaobtenida

anteriormente,queal sumarlosy aplicaraglunaspropiedadessehansimpli�cado.

Si nos�jamos enestasdoscasillasadyacentes,la variableC, queesla únicaquevaríadeuna

aotra,hadesaparecidoenla suma.Deestamanerapodemosa�rmar lo siguiente:

Si tomamosdoscasillasadyacentescuyovalor es'1' y desarrollamospor la primeraforma

canónica,desapareceráuna delas variables.Sólopermanecenlas variablesqueno cambian
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deuna casilla a otra.

Deestamanera,vamosaverquépasasi tomamoslossiguientesgrupos:

0 0 1 1

1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

Grupo 1

Grupo 2 Grupo 3

1 1

y sumamoslos términosdeestosgrupos:

Grupo 1:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

� �

�

�

�

�


 �

�

�

Grupo 2:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


��

�

�

� �

�

�

�

�


 �

�

�

Grupo 3: El queteníamosantes:
�

�

�

Portanto,la funciónF tambiénla podemosexpresarcomosumadeestosgrupos:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

¡¡Y estámássimpli�cada que la forma canónica!!Pero...¿Sepuedesimpli�car más?¡Si!.

Inicialmentela funciónF tenía6 sumandos,puestoquetenía6 unos.Al hacer3 grupos,ahora

tiene3 sumandos.¿Podemosreducirel númerodegrupos?Si, vamosaverquépasasi tomamos

lossiguientesgrupos:

0 0 1 1

1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

Grupo 1

Grupo 2

1 1

Ahora sólo hay 2 grupos.El nuevo grupo2 estáconstituidopor 4 casillasen las queF=1.

La expresiónde estegruposeobtienesumandolas expresionesde estas4 casillas.Las nuevas

expresionesdelosgruposquedarían:
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Grupo 1: Igualqueantes:
�

�

�

Grupo 2:
�

�

�

�

�

�

�


 �

� �

�

�

�

�


��

La nueva funciónF queobtenemoses:

�


 �

�

�

�

�

¡¡Queestámássimpli�cada que la anterior!! Pero...¿Esla mássimpli�cada? No, todavía

podemossimpli�carla más.¿Porqué no podemostomar 2 gruposde 4 casillasadyacentes?.

Tomemoslos grupossiguientes:

0 0 1 1

1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

Grupo 2

Grupo 1

1 1

Lasnuevasexpresionesdelos gruposson:

Grupo 1:
�

�

�

�

�

�

�




�

� �

�

�

�

�




�

Grupo 2: Igualqueantes:
�

Portanto,la nueva funciónF simpli�cada es:

�


��

�

�

¡¡¡Esta función estásimpli�cada al máximo!!!

Criterio de máxima simpli�cación:

Para obteneruna función queno sepuedesimpli�car máshay que tomar el menornúmero

degruposcon el mayornúmerode'1' en cadagrupo.

Hayquetenerencuentaquelosgruposcdunosquesetomensólopuedenteneruntamañode

1, 2, 4, 8, 16,...(esdecir, sólopotenciasdedos).Esaesla razónpor la queenel ejemploanterior

losgruposquesehantomadosondetamaño4 (y nosehantomadodetamaño3).

Fijémonosentodaslasfuncionesquehemosobtenidoanteriormente:
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���


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(CANONICA )

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(3 gruposde 2 1's por grupo)

�

�


 �

�

�

�

�

(1 grupo de4 1's y 1 grupo de2 1's)

�

�


 �

�

�

(2 gruposde 4 1's)

¡¡Todassonfuncionesbooleanasequivalentes!!(Porquetienenla mismatabladeverdad).¡¡Pero

esla función
�

�

la queusamos!!¡¡SómosIngenierosy queremosoptimizaral máximo!!!

Ejemplo

Veamosconunejemplocómopodemosaplicardirectamenteel criterioparaobtenerunafun-

ción simpli�cada. Dadala siguientetabladeverdad,obtenerla expresióndeF mássimpli�cada

posible:

A B C F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

Colocamosla tablade verdadcomoun diagramade Karnaughy hacertresgruposde dos

unos:

0

00 01 11 10

0

1

A

BC

0

1

0 0

1 1

1

La funciónF la obtenemossumandolasexpresionesde los tresgrupos,siendocadaunode

ellos el productode las dos variablesbooleanasquepermanecensin cambiosdentrode cada

grupo:
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�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Comohemosaplicadocorrectamenteel criterio de máxima simpli�cación , tenemosla cer-

tezaabsolutadequeestaesla expresiónmássimpli�cada posibleparala funciónF.

A la horade formar los gruposhay queteneren cuentaque las casillassituadasmása la

derechadela tablasonadyacentesa lasqueestánmása la izquierda.Veamosunejemplo:

Ejemplo:

Simpli�car la siguientefunción,utilizandoel métododeKarnaugh:

A B C F

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 0

Lo representamosenun diagramadeKarnaughy tomamosel siguientegrupo:

0 1

1 1

00 01 11 10A

BC

1

0 0

00

1

conel queobtenemosla siguientefunciónsimpli�cada:

�




�



3.7. SIMPLIFICACIÓN DE FUNCIONESBOOLEANAS 59

Funcionesde4 variables

¿Y quéocurresi tenemosunafunciónde 4 variables?La ideaesla mismaperotendremos

unatablamásgrande.El criteriodemáximasimpli�cación esel mismo:hacerel menornúmero

posibledegruposconel máximonúmerode'1' s.Veamosunejemplo:

Ejemplo:

Dada la siguientetabla deverdad, obtener la expresiónde F mássimpli�cada posible:

A B C D F

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 1 1 0

0 1 0 0 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0

1 0 1 0 1

1 0 1 1 0

1 1 0 0 1

1 1 0 1 0

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0

Lo primero que hacemoses pasarloa un diagramade Karnaugh,de la siguientemanera

(cuidadodeno confundirse!!):
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00 01 11 10

1

1

00

01

11

10

AB

CD

1

1

1

1 1

1

1

0

1

0

00

0 0

Vemosqueahoraenla izquierdadela tablaestánlos valoresdelasvariablesA y B y en la

partesuperiorlos valoresdeC y D. Lo siguienteesagruparlos '1' s.Vamosa hacerprimerolos

siguientesgrupos:

00 01 11 10

1

1

00

01

11

10

AB

CD

1

1

1

1 1

1

1

0

1

0

00

0 0

La expresiónqueobtenemoses:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Sin embargo, ¿esestala función mássimpli�cada?O lo queeslo mismo,podemoshacer

menosgruposde'1' s.La respuestaessí,porquenoolvidemosquelascasillasdela derechason

adyacentesa lasdela izquierdadela tabla,por lo quepodemoshacersólodosgrupos:
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00 01 11 10

1

1

00

01

11

10

AB

CD

1

1

1

1 1

1

1

0

1

0

00

0 0

Un grupoesde8 unosy el otrode4. Obtenemosla siguientefunción:

�




�

�

�

�

�

Estasíesla mássimpli�cada.

Ejercicios:

Hacerel ejercicio9.

3.8. La operación
�

Hay un operaciónqueenelectrónicadigital seutiliza mucho,llamadaXOR y quesedenota

porel símbolo
�

. Estaoperaciónla podemosde�nir medianteunatabladeverdad:

A B
�

�

�

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Fijándonosenestatablapodemosverlo quehace:estaoperacióndevuelve'0' cuandolosdos

bits sobrelos queoperansoniguales,y '1' cuandocondistintos.Tantoestaoperacióncomosu

negada,
�

�

�

, lasutilizaremosmucho,por ello vamosa ver cómolaspodemosde�nir a partir

delasoperaciones+ y � , y veralgunasdesuspropiedades.

Partiremosdela tabladeverdad,enla queademásrepresentaremosla operaciónnegada:
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A B
�

�

�

�

�

�

0 0 0 1

0 1 1 0

1 0 1 0

1 1 0 1

Vamosaobtenerlasdosformascanónicasdeambasfunciones.Estasexpresioneslasutiliza-

remosbastante:

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

Y la siguientepropiedadtambiénesmuy interesante:

�

�

�


 �

�

�


 �

�

�

Ejercicios:

Hacerel ejercicio10.

3.9. Resumen

En estecapítulose han presentadolas herramientas matemáticasque nos serviránpara

analizary diseñarcircuitosdigitales. Trabajaremoscondígitosbinarios o bits quepuedenestar

endosestados'0' ó '1', sobrelosquesede�nen lasoperaciones+ y � , delAlgebra deBoole, y

queno hayconfundirconlasoperacionesdesumay productoa lasqueestamosacostumbrados.

Hemosvistaunaseriedepropiedadesy teoremasquenospermitentrabajarconexpresiones

booleanasy conlosqueesnecesariopracticar, haciendolosejerciciosindicados.

Tambiénhemosvistoel conceptodefunción boolenay cómopodemosrepresentarcualquier

función de estetipo mediantetablas de verdad o medianteexpresionesbooleanas.También

hemosvisto cómoesposibleobtenerunatabla deverdad a partir deunaexpresiónbooleanay

cómoobtenerunaexpresiónbooleanaapartir dela tabladeverdad.

Dadaunatabladeverdad, existenmultituddeexpresionesbooleanas, todasellasequivalen-

tes,quesepuedenobtener. Sin embargo, hemosvisto cómoes inmediatoobtenerla primera
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y segundaforma canónica. Sin embargo, las funcionesasíobtenidasno tienenporquéserlas

mássimpli�cadas posibles.Parasimpli�car unafunción podemosutilizar las propiedadesdel

Algebra de Boole, o tambiénpodemosutilizar el método de Kar naugh, quesi lo aplicamos

correctamente,conseguiremosobtenerla función mássimpli�cada posible.

Finalmentehemosvisto unanueva operación,
�

, quesede�ne a partir delasoperaciones+

y � , y queesconvenientequeconozcamospuestoquela usaremosbastante.

Pararepasarcontodosestosconceptosserecomiendahacertodoslosejerciciosy losproble-

masdelos apartados3.10

3.10. Ejercicios

Ejercicio 1:

Realizar lassiguientesoperaciones:

1. 1 + 0 =

2. 1 + 1 =

3. 1 � 0 =

4. 1 � 1 =

5. A+0 =

6. A+1=

7. A � 1=

8. A � 0=

9. A+A=

10. A.A=

11. A+
�

=

12. A �

�

=

13. A+AB =
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14. A(A+B) =

15. A+AB+B =

Ejercicio 2:

Aplicar las leyesdeMor ganen lossiguientescasos:

1.
�

�

�

�

�

�

=

2.
�

�

�

�

�

�

�

=

3. �

�

�

�

�

�

�

�

�

=

Ejercicio 3:

Obtener el valor de lassiguientesfuncionesbooleanas,en todosloscasos.

1.
�


 �

�

�

2.
�


 �

�

�

3. F=
�

�

�

�

�

Ejercicio 4:

Dadaslassiguientesfuncionesbooleanas,obtenersucorrespondientetabla de verdad

1.
�


 �

�

�

2.
�


 �

�

�

�

�

�

�

3. �


��

��� � � �

�

� � ���

4. �




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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Ejercicio 5:

Desarrollarlassiguientestablasdeverdadpor la primeraformacanónica:

1. Tabla1:

A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

2. Tabla2:

A B C F

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 0

Ejercicio 6:

Dadaslassiguientesfunciones,indicarsi seencuentraexpresadasenla primeraformacanó-

nica,y si esasí,obtenerla tabladeverdad

1.
�


 �

�

�

�

�

�

�

2.
�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

4.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ejercicio 7:

Desarrollarlassiguientestablasdeverdadpor la segundaformacanónica:
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1. Tabla1:

A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

2. Tabla2:

A B C F

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 0

Ejercicio 8:

Dadaslassiguientesfunciones,indicarsi seencuentraexpresadasenla primeraformacanó-

nicao enla segunda.En casodequeasísea,obtenerla tabladeverdad.

1.
�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

2.
�


 �

�

�

�

�

�

�

3.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

4.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

5.
�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

Ejercicio 9:

Obtenerlasexpresionesmássimpli�cadasapartirdelastablasdeverdad:
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Tabla1:

A B C D F

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 1 1 0

0 1 0 0 0

0 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 0

1 1 0 1 0

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

Tabla2:

�

�

�

�

�

�

�

�

F

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 1 1 0

0 1 0 0 1

0 1 0 1 0

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 0 1 0

1 0 1 0 0

1 0 1 1 0

1 1 0 0 0

1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

Ejercicio 10:

Operarconlassiguientesexpresionesobteniendolamayorcantidadposibledeoperaciones
�

1.
�

�

�

�

�

�

�

=

2.
�

�

�

�

�

�

�

=

3. �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

4.
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




Ejercicio 11:

Dejar lassiguientesexpresionesen forma de sumasdeproductos:

1. (x + y + z)(� +z) =
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2. �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




3. �

� �

�

�

� �




Ejercicio 12:

Simpli�car la función
�


��

�

�

�

�

delassiguientesmaneras:

1. Obteniendola tabladeverdady aplicandoKarnaugh

2. AplicandolaspropiedadesdelAlgebradeBoole



Capítulo 4

CIRCUIT OS COMBIN ACIONALES

4.1. Intr oducción

Despuésde introducir y trabajarcon el Algebra de Boole, vamosa volver a los circuitos

digitales. Recordemosquesoncircuitoselectrónicosquetrabajancon números, y quecon la

tecnologíacon la que estánrealizados,estosnúmerosestánrepresentadosen binario . En la

�gura 4.1 semuestrael esquemageneraldeun circuito digital, quetienem bits deentraday n

bitsdesalida.

Si tomamosun circuito genéricoy miramosensuinterior, podemosver queestáconstituido

por otroscircuitosmássimples,interconecadosentresí. En la �gura 4.2 hayun ejemplodeun

circuito con 4 bits de entraday 3 de salida,constituidopor otrosdoscircuitosmássimplese

interconectadosentreellos.

Estossubcircuitossepuedenclasi�car endostipos:

Cir cuitoscombinacionales

Cir cuitossecuenciales

Numeros de
salida, en binario

...
...

Numeros de
entrada, en binario

Circuito

Ditial

E0
E
E
E

Em

1

2

3 S

S
S

S0

1

2

3

Sn

Figura4.1:Un circuitodigital, conm bitsdeentraday n desalida

69
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E3

E2

E1

E0

S2

S1

S0

Circuito 1

Circuito 2

Figura4.2:Un circuito digital constituidoporotrosdoscircuitosinterconectados

Así, podemosdecir quetodo circuito digital genéricotendráuna parte combinacional y otra

parte secuencial. En estecapítulonoscentraremosen los circuitos combinacionales, queno

tienenpartesecuencial.Estoscircuitos secaracterizan porque NO almacenaninformación.

Las salidasestánrelacionadascon las entradasa través de una función booleana, como las

vistasen el capítulo3. Comoveremosmásadelante,los circuitossecuencialessoncapacesde

“recordar”númerosquehanrecibidoanteriormente.

En un circuito combinacional,las salidasdependendirectamentedel valor de

las entradas,y no puedenpor tanto almacenarningún tipo de información,sólo

realizantransformacionesen las entradas.Estoscircuitos quedancaracterizados

mediantefuncionesbooleanas.

Cadabit desalidadeun circuitocombinacional,seobtienemedianteunafunciónbooleanaapli-

cadoa las variablesde entrada.Así, si un circuito tienen salidas,necesitaremosn funciones

booleanasparacaracterizarlo.

Enla �gura 4.3vemosuncircuitocombinacionalquetiene3 entradas:A,B y C, y dossalidas

F, G, quesondos funcionesbooleanasquedependende las variablesde entrada:F(A,B,C) y

G(A,B,C).Porejemplo,estasfuncionespodríantenerunapintaasí:

�


 �

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

En estecapítuloestudiaremoslas puertas lógicas, quesonlos elementosqueusamospara
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Circuito
CombinacionalB

A

C

F(A,B,C)

G(A,B,C)

Figura4.3:Un circuitocombinacionalde3 entradasy 2 salidas

Transistor Resistencia Condensador

Diodo Bobina Pulsador

Figura4.4:Algunossímbolosempleadosenla electrónicaanalógica

construirestoscircuitos,y cómolasfuncionesbooleanaslaspodemosrealizarmediantepuertas

lógicas,lo quesedenominaimplementaciónde funcionesbooleanas.

4.2. Puertaslógicas

Entodaslasingenieríasseutilizanplanosquedescribenlosdiseños.Enellosaparecendibu-

jos, letrasy símbolos.Medianteestosplanoso esquemas,el Ingenierorepresentael diseñoque

tieneenla cabezay quequiereconstruir.

Enelectrónicaanalógicaseutilizandistintossímbolospararepresentarlosdiferentescompo-

nentes:Resistencias,condensadores,diodos,transistores...Algunosdeestossímbolossepueden

verenla �gura 4.4.

En electrónicadigital seutilizan otrossímbolos,los de laspuertaslógicas,pararepresentar

lasmanipulacionesconlosbits.

4.2.1. Puertasbásicas

Puerta AND

A

B
A.B
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Estapuertaimplementala operación� del Algebrade Boole. La quesemuestraen esta

�gura tienedosentradas,sin embargo puedetenermás.Lo mismoocurreconel restode

puertaslógicasqueveremosacontinuación.

Puerta OR

A

B
A+B

Implementalaoperación+ delAlgebradeBoole.Puedetenertambiénmasdedosentradas.

Puerta NOT (Inversor)

A A

Tienesólo unaentraday realizala operaciónde negaciónlógica.Estapuertaseconoce

normalmenteconel nombredeinversor.

Sóloconestostrestiposdepuertassepuedenimplementarcualquierfunciónbooleana.

Ejemplo:

Analizar el siguientecircuito y obtener la expresiónbooleanade la salida:

A

B

C

F

El circuito estáconstituidopor dospuertas,unaAND de tr esentradas y un inversor. A

la salidade la puertaAND setieneel productode las tresvariablesde entrada
�

�

�

�

�

y al

atravesarel inversorseobtienela expresión�nal deF, quees:

�


 �

�

�

�

�

Ejemplo:

Obtener la expresiónbooleanade salidadel siguientecircuito:
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A

B

C

F

El circuito estáconstituidopordospuertasAND, dosinversoresy unapuertaOR.La expre-

sióndeF es:

�


 �

�

�

�

�

�

�

4.2.2. Otras puertas

Conlaspuertasbásicaspodemosimplementarcualquierfunciónbooleana.Sinembargoexis-

tenotraspuertasqueseutilizanmuchoenelectrónicadigital.

Puerta NAND

A

B
A.B

El nombrevienedela abreviacióndeNOT-AND, y la operaciónquerealizaesla negación

deunproducto.AplicandolasleyesdeDeMorganvemosquela expresiónasusalidaes:

�


 �

�

�


 �

�

�

Estapuertatambiénpuedetenermásdedosentradas.

Las puertas NAND tienen una característicamuy importante y esque sólocon ellas

sepuedeimplementar cualquier función booleana. Sólohayqueaplicarlaspropiedades

delAlgebradeBooleacualquierexpresiónbooleanaparadejarladeformaquesóloexistan

estetipo deoperaciones,comoveremosenel apartado4.3.3

Puerta NOR

A

B
A+B
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EsunapuertaORnegada(NOT-OR).AplicandolasleyesdeDeMorgan:

�


 �

�

�


 �

�

�

Lo mismoquecon laspuertasNAND, con las puertasNOR sepuedeimplementarcual-

quierfunciónbooleana(verapartado4.3.4)

Puerta XOR

A

B
A B+

Esla puertaqueimplementala operación
�

, de�nida enel apartado3.8

Ejemplo:

Analizar el siguientecircuito y obtener la expresiónbooleanade la salida:

A

B F

A la salidade la puertaNAND tenemosla expresión:
�

�

�

, queseintroduceenunade las

entradasdela puertaNOR,y por la otraB. El resultadoes:

�


 �

�

�

�

�

y aplicandolasleyesdeDeMorgannosqueda:

�


 �

�

�

�

�


 �

�

�

�

�


 �

� �




�

Esdecir, queesuncircuitonulo.Conindependenciadelo queseintroduzcapor lasentradas,

asusalidasiempreseobtendrá'0'.

Ejercicios

Hacerel ejercicio1.
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Figura4.5:Doscircuitosintegrados,juntoa unamonedade1 euro

4.2.3. Cir cuitos integrados

¿Y si ahoraqueremosconstruirun circuito? ¿Cómolo implementamosfísicamente?Las

puertas lógicasseencuentraencapsuladasdentrodecircuitos integradoso tambiénconocidos

como chips. En la �gura 4.5 se muestrauna foto de dos de ellos, junto a una monedade 1

euro paraapreciarsu tamaño.Más coloquialmente,entre los alumnos,recibenel nombrede

“cucarachas”,porquesonnegrosy tienenpatas.

Hay unafamilia decircuitosintegrados,74XX, queestáestandarizadademaneraqueseha

de�nido la informaciónqueentrao saleporcadaunadelaspatas.Así puedenexistir multitudde

fabricantes,perotodosrespectandoel mismoestándar. En la �gura 4.6 semuestraun esquema

del integrado7402,quecontieneensuinterior4 puertasNORdedosentradas.

Por laspatasdenominadasVCC y GND seintroducela alimentacióndel chip, quenormal-

menteseráde5v, aunqueestodependede la tecnologíaempleada.Porel restodepatasentrao

saleinformaciónbinariacodi�cada según la tecnologíaempleda.Porejemplosepuedeasociar

5v al dígito '1' y 0v al dígito '0'.

A la horadefabricar un diseño, estoschipsseinsertanenunaplacay seinterconectanlas

patasconel restodechipso partesdenuestrocircuito.La interconexión serealizapormediode

cables.Cuandoserealizaunaplaca profesional, las interconexionesentrelos chipssonpistas

de cobre en la super�cie de la placa.Estasplacasrecibenel nombrede placas de circuito
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1 2 3 4 5 6 7

8911121314 10

GND

VCC

Figura4.6:Esquemadel integrado7402

impr eso, o por sussiglaseninglésPCB (printedcircuito Board).En la �gura 4.7semuestrala

parteinferior deunadeestasplacas.Porlosagujerosseintroducenlaspatasdeloscomponentes

y luego sesueldan.Los distintosagujerosestáninterconectadospor pistasde cobre.Además

existe unacapade un barnizverdeparaquelas pistasno estén“al aire” y sepuedanproducir

cortocircuitos.

4.2.4. Otras tecnologías

La electrónicahaavanzadomuchísimoy enloschipsenlosqueantessólosepodíanintegrar

unapocaspuertaslógicas,ahorasepuedenintegrarmuchísimasmás.De estamanera,los chips

tradicionalmentesehanclasi�cadosegúnel númerodepuertasquepuedenintegrar. Así tenemos

la siguienteclasi�cación de chips:

SSI (SmallScaleIntegration).Chipsconmenosde12 puertas

MSI (MediumScaleIntegration).Entre12y 100puertas.

LSI (LargeScaleIntegration).Entre100y 10.000puertas.

VLSI (VeryLargeScaleIntegration).Másde10.000puertas

Los VLSI secorrespondenconlos microprocesadoresy los microcontroladores. Muchosdi-

señosqueantesserealizabansóloconelectrónicadigital,ahoraesmássencilloy baratohacerlos
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Figura4.7:Unaplacadecircuito impreso(PCB)vistadesdeabajo

conunmicroprocesadoro microcontroladory programarlos. Esdecir, hacersoftwareenvezde

hardware.

Sin embargo, existenotrasmanerade implementarcircuitosdigitalessin utilizar los chips

tradicionales,es decir, sin tenerque recurrir a los chips de la familia 74XX. Estanueva for-

madediseñarsedenominalógica programable. Existenunoscircuitos integradosgenéricos

(PALs,GALs,CPLDs,FPGAS),quecontienenensuinteriormuchaspuertaslógicasy otroscom-

ponentes.El diseñadorespeci�caloscircuitosdigitalesquequierediseñarutilizandoun lengua-

je dedescripciónhardware (Comoporejemploel VHDL). Un herramientasoftware,conocida

comosintetizador, convierte estadescripciónen un formatoque indica cómosedebeninter-

conectarlos diferenteselementosdeestechip genérico.El chip “se con�gura” (esdecir, realiza

conexionesentresuselementosinternos)segúnseindicaenel �chero sintetizado,demaneraque

¡¡¡¡nuestradescripcióndel hardwareseha convertido enun circuito quehacelo quehemos

indicado!!!!

¡¡¡Conestatécnicasepuedendiseñardesdecircuitossimpleshastamicroprocesadores!!!El

hardwareestásiguiendola mismatendenciaqueel software.Los diseñadoresdeahorautilizan

suspropios“lenguajesdeprogramación”paraespeci�carel hardwarequeestándiseñando.

Enestaasignaturaseintentadar una visión lo másindependienteposibledela tecnología.

De maneraquebiensediseñeconpuertaslógicas,o bienseutilice un lenguajededescripción
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hardware,los conocimientosaquíadquiridossirvanparaamboscasos.

4.3. Diseñodecircuitoscombinacionales

4.3.1. El procesodediseño

En Ingeniería seentiendepor diseñar el procesopor el cual seobtieneel objetopedidoa

partir de unasespeci�cacionesiniciales. Cuandodiseñamoscircuitoscombinaciones,estamos

haciendolo mismo.Partimosdeunasespeci�cacionesinicialesy obtenemosunesquema, o pla-

no, queindicaquépuertasbásicasu otroselementoshayqueutilizar asícomola interconexión

quehayentreellos.

Los pasosqueseguiremospara el diseñosonlossiguientes:

1. Estudio de las especi�cacionesiniciales, paraentenderrealmentequé eslo quehayque

diseñar. Estepuntopuedeparecerunatrivialidad,sobretodoenel entornoacadémicodon-

delasespeci�cacionessonmuyclaras.Sin embargo,enla realidad,esmuydifícil llegara

comprendero entenderquéeslo quehayquediseñar.

2. Obtención de las tablas de verdad y expresionesbooleanasnecesarias. En el entorno

académicoestesueleserel puntodepartida.Nosdescribenquéfunciónesla quesequiere

implementery lo hacemos.

3. Simpli�cación de las funcionesbooleanas. ¡¡¡Estepuntoesimportantísimo!!!No basta

con implementarunafuncióny ya está.¡¡Somosingenieros!!.Hay que implementar la

mejor función, demaneraqueobtengamosel mejordiseñoposible,reduciendoel número

depuertaslógicasempleadas,el númerodecircuitosintegradoso minimizandoel retraso

entrela entraday la salida.

4. Implementaciónde las funcionesbooleanasutilizando puertas lógicas. Aquí podemos

tenerrestricciones,comoveremos.Puedeserquepor especi�cacionesdel diseñosólose

dispongandepuertastipo NAND. O puedeserquesólopodamosutilizar puertaslógicas

conel mínimonúmerodeentradas.Enesecasohabráquetomarla funciónmássimpli�ca-

day modi�carla paraadaptarlaa estetipo depuertas.El resultadodeestoesla obtención

deunesquemao planodelcircuito.

5. Construcción. El último pasoes llevar eseplanoo circuito a la realidad,construyendo
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físicamenteel diseño.Estoseestudiaenel laboratoriodeestaasignatura,utilizandotec-

nologíaTTL.

Enesteapartadoveremosel punto4, esdecir, veremoscómoapartirdeunafunción(queyaestá

simpli�cada) podemosobtenerel circuito correspondiente,o cómola podemosmodi�car para

utilizar un tipo determinadodepuertaslógicas.Estosedenominaimplementar una función.

4.3.2. Implementaciónde funcionesconcualquier tipo depuertas

El procesoesmuy sencillo.Sólo hay quetomarla función quequeremosimplementare ir

sustituyendolasoperacionesdel AlgebradeBoolepor suscorrespondientespuertaslógicas.Y

comosiempre,lo mejoresverunejemplo.

Ejemplo 1:

Implementar la siguientefunción, utilizando cualquier tipo depuertas lógicas:

�


��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Setratadeimplementarun circuito quetienetresbits deentrada:A, B y C y comosalidase

quiereobtenerla funciónF indicada.Sepuederealizardemuchasformas,perovamosa ir poco

a poco.Primeronos�jamos queno tenemosningunarestricción.Esdecir, enel enunciadonos

permitenutilizar cualquiertipo depuertalógica,y concualquiernúmerodeentradas.Tampoco

vamosa simpli�car la función,porquelo quequeremosesver cómoimplementarla,aunqueya

hemosvisto quesiemprehay quesimpli�car!!! (y de hecho,estafunción sepuedesimpli�car

más,¿como?,sedejacomoejercicio).Vemosqueenla funciónhaytrestérminosquevansuma-

dos:
�

,
�

�

�

, y
�

�

�

�

�

. La puertalógicaquerepresentala sumaesla OR,por lo quepodemos

escribir:

BC

ABC

F

A

Ahorael problemaesmássencillo.Hay queobteneresostrestérminosindependientemente.

Unoyalo tenemos,queesA (esdirectamenteunadelasentradas).El término
�

�

�

esel producto

deB y
�

, y lo podemosobtenerconunapuertaAND así:
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CB
C

B

El término
�

lo obtenemosdirectamenteapartir deun inversor:

CC

Para obtenerel término
�

�

�

�

�

, quees el último que nos falta, nos �jamos que esun

productodetreselementos,por lo queusaremosunapuertaAND detresentradas:

ABCB

A

C

y �nalmenteparaobtener
�

y
�

usamosun pardeinversores:

B

A

B

A

y ahoraunimostodaslaspierzasparaobtenerel circuito �nal:

F

C B A
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Ejemplo 2:

Implementar la siguientefunción, utilizando el menor número posiblede puertas lógi-

casdecualquier tipo. La función estásimpli�cada al máximo.

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

En estecasonosdicenquela función estásimpli�cada al máximo,por lo queno hay que

hacer. ¡¡¡Peroesunapreguntaquesiemprenostendremosquehacer!!¿Estásimpli�cada al má-

ximo?.Tambiénnosintroducenunarestricción:usarel menornúmeroposibledepuertaslógicas.

Lo primeroquesenospuedeocurrir esutilizar el métododel ejemploanterior, sustituyen-

do las operacionesdel Algebrade Boole por puertaslógicas.El circuito queobtenemosesel

siguiente:

D

C

B

A

F

Hemosutilizo lassiguientespuertaslógicas:

4 inversores

2 puertasAND dedosentradas

1 puertaOR decuatroentradas

La únicarestricciónquenoshanimpuestoesutilizar el menornúmeroposibledepuertaslógi-

cas...¿Podemosimplementarestecircuitoconmenospuertas?.Echemosunvistazola funciónF.

Teniendoencuentaqueexistenotraspuertas,comolasNAND, XOR, etc...vamosa realizarlas

siguientesoperaciones:

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�
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La expresióndeF quenosquedaesla siguiente:

�


 �

�

�

�

�

�

�

y si ahoraimplementamosel circuito:

A

B

C

D

F

¡¡Sólo hemosutilizado 3 puertas!!.Una puertaNAND, unaXOR y unaOR, todasde dos

entradas.

Ejercicios:

Hacerel ejercicio2

4.3.3. Implementaciónde funcionesconpuertasNAND

SóloconlaspuertasNAND esposibleimplementarcualquierfunciónboolena.Paraello ha-

bráquehacertransformacionesenla funciónoriginalparaobtenerotrafunciónequivalentepero

quesepuedaobtenersóloconpuertasNAND. Paraver cómopodemoshacereso,implementa-

remoslaspuertasNOT, AND, OR y XOR usandosólopuertasNAND.

Pararefrescarideas,acontinuaciónsemuestraunapuertaNAND dedosentradasy lasformas

deexpresarel resultado:

A

B
A.B = A+B

Implementacióndeuna puerta NOT

Si introducimosla mismavariablebooleanapor lasdosentradasdeunaNAND obtendremos

lo siguiente:

�

�

� 
 �
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Grá�camente:

A.A = AA

Tenemosun circuito por el quesi introducimosunavariableA, obtenemosa la salidasu

complementario
�

, esdecir, secomportaexactamenteigualqueun inversor.

Implementacióndeuna puerta AND

TenemosquediseñaruncircuitoconpuertasNAND queimplementela función
�


 �

�

�

. Lo

queharemosseráaplicarpropiedadesdelAlgebradeBooleaestafunciónhastadejarladeforma

quela podamosimplementardirectamenteconpuertasNAND. Podemoshacerlo siguiente:

�


��

�

�


 �

�

�

La expresión
�

�

�

seimplementaconunapuertaNAND y la expresión
�

�

�

serápor tanto

la negacióndela NAND. ComoyasabemoscomonegarutilizandounapuertaNAND, el circuito

resultantees:

A

B

A.B
A.B

Implementacióndeuna puerta OR

La funciónquequeremosimplementarconpuertasNAND es:
�


 �

�

�

. Aplicandopro-

piedadesdel AlgebradeBoole,estaexpresiónla convertimosenla siguiente:

�


 �

�

�


 �

�

�


 �

�

�

queesel negadodeunproductodedostérminos,esdecir, esunapuertaNAND aplicadaa
�

y
�

:
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A

B

A

B

A.B = A+B

Implementacióndeuna puerta XOR

La funcióna implementarconpuertasNAND es:
�


 �

�

�


 �

�

�

�

�

�

�

. Podemos

modi�carla dela siguientemanera:

�


 �

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�


 � �

�

���

�

� �

�

���

No nosdejemosasustarpor aparentecomplejidadde estaexpresión.Fijémonosen que la

expresiónesla sumadedostérminosnegados,esdecir, quetienela formade:
�

� � 	��

�

� � 	 . ¡¡Y

estoesunapuertaNAND!!, quelo podemosponerdela siguienetmanera:

A.B

A.B
F

El término
�

�

�

tienetambiénla formadeunapuertaNAND, puestoqueesdeltipo
�

� � 	 �

�

� � 	 .

Y lo mismole ocurreal término
�

�

�

. El circuitonosquedaasí:

A.B

F

A

B

A

B A.B

Y �nalmentehayqueobtener
�

y
�

utilizandoinversoresconpuertasNAND:
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A.BA

B

F

A.B

B

A

A

B

Ya tenemosimplementadala funciónXOR sóloconpuertasnNAND.

Ejemplo 1:

Implementarla siguientefunciónutilizandoúnicamentepuertasNAND. La funciónestásim-

pli�cada al máximo:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Tendremosque aplicar la propiedadesdel Algebra de Boole paradejar estaexpresiónde

formaquela podamosimplementarconpuertasNAND. Comoel enunciadononosponeninguna

restricción,podremosusarpuertasNAND conel númerodeentradasquequeramos.Unapuerta

NAND detresentradaspuederealizarlassiguientesoperaciones:

�

� � 	 �

�

� � 	 �

�

� � 	


 �

� � 	 �

�

� � 	 �

�

� � 	

Si aplicamosunadoblenegaciónaF y luegoaplicamossucesivamentelasleyesdeDeMorgan

(o el teoremadeShannon):

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

EstafunciónesinmediataimplementarlaconpuertasNAND:
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A

C

B F

Ejemplo 2:

Implementarla siguientefunciónutilizandosólopuertasNAND de2 entradas:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Esla mismafunciónquela del apartadoanterior, sin embargo,ahoratenemosla restricción

dequesólopodemosusarpuertasNAND dedosentradas.Si hacemosla mismatransformación

queantes,obtenemos:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

quetienela forma
�

� � 	 �

�

� � 	 y queseimplementafácilmenteconunaNAND dedosentra-

das:

F
A+B+C

A+B+C

El problemaahoraescómoimplementarlos términos
�

�

�

�

�

y
�

�

�

�

�

. Vamoscon

el primerodeellos.Sepuedeescribirtambiéndela siguienteforma(aplicandoel “truco” de la

doblenegación):

�

�

�

�

�


 �

� �

�

�

�

�

queseimplementadela siguienteforma:
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A+B+C
BC

A

El otro términolo podemosimplementardeformasimilar:

A+B+C
AB

C

y ahorajuntandotodaslaspiezase implementandolo quefalta:

B

A

C

F

Ejercicios:

Hacerel ejerciciox

4.3.4. Implementaciónde funcionesconpuertasNOR

Lo mismoqueconlaspuertasNAND, conlaspuertasNOR sepuedeimplementarcualquier

funciónbooleana.Vamosa ver cómosepuedenimplementarel restodepuertaslógicas.Recor-

demosquelasexpresionesa lassalidasdelaspuertasNORson:

A

B
A+B = A.B
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Implementacióndeuna puerta NOT

Sehacedela mismamaneraqueconlaspuertasNAND. Si introducimosla mismavariable

por lasdosentradas,obtenemosla variablenegada:

A+A = AA

Implementacióndeuna puerta OR

La funcióna implementares:
�


 �

�

�

. Estaexpresiónla podemosponerdela siguente

manera:

�


 �

�

�


 �
�

�

�
�

esdecir, quepodemosutilizar unapuertaNOR y luego un inversor, queya sabemoscómo

implementarloconpuertasNOR.Lo quenosquedaes:

A+BA

B
A+B

Implementacióndeuna puerta AND

La función a implementares:
�


 �

�

�

. Podemosrealizarlas siguientesmodi�caciones

paraquepuedaserimplementadaconpuertasNOR:

�


 �

�

�


 �

�

�



�

�

�

�

�

�
�

Y el circuitoquedaríaasí:

A

B

A

B

A.B
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Implementacióndeuna puerta XOR

La funcióna implementares:
�


 �

�

�

�

�

�

�

. Haciendolassiguientesmodi�caciones:

�


 �

�

�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

�

�


 �
�

�

�

� �

�

� �

�

� ���

y dela mismamaneraquehemoshechocon laspuertasNAND, vamosa ir implementando

estafunciónpocoa poco.PrimerovemosquehayunapuertaNOR cuyasentradasson
�

�

�

y
�

�

�

, y queestánegada:

A.B+A.B
A.B

A.B
F

A continuaciónimplementamos
�

�

�

y
�

�

�

, teniendoencuantaquelospodemosreescribir

deestaforma:

�

�

�




�

�

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

� �

�

�

Grá�camente:

A.B

A.B
B

A

A

B

Uniendo“todaslaspiezas”,el circuito �nal quenosquedaes:
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A

B A.B+A.B

A.B

A.B

A B

F

Hemosimplementadola puertaXOR sóloconpuertasNOR.

Ejercicios:

Hacerel ejerciciox

4.4. Aplicación: Diseñode un controlador para un robot se-

guidor de línea

4.4.1. Intr oducción

En esteapartadodiseñaremosun circuito digital que gobierne el comportamiento de un

robot seguidorde línea. El objetivo esqueel alumnoveacómotodo lo aprendidohastaahora

sepuedeaplicar, y obtenertambiénalgode intuición sobreel tipo decircuitosdigitalesquese

puedendiseñar.

Esteapartadoesopcional.El lectorno interesadopuedesaltardirectamenteal apartado4.6.

Sinembargo losalumnosinquietospuedenutilizarlo debaseparaintroducirseenel mundodela

robóticay dela electrónicadigital práctica,paravercómosepuedehacerun proyectoreal.

Obviamentenoconstruiremosel robotentero,estonosllevaríamástiempo:-). Partiremosde

unrobotyaexistente,quetieneunaestructuramecánicahechaconpiezasdeLego,dosmotores,

dossensoresparadetectarel color negro sobreun fondo planoy la electrónicanecesariapara

controlarlosmotoresy leerlossensores.Esterobotsecomercializabajoel nombredeTritt. Sin

embargoutiliza unmicrocontrolador6811paraimplementarel “cerebro”.Nosotrosdiseñaremos

nuestropropiocerebrodigital, paraqueel robotsigaunalíneanegra.En la �gura 4.8semuestra

el microbotTritt, juntoaundisquete,parahacerseunaideadelasdimensionesquetiene.
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Figura4.8:El microbotTritt

En la �gura 4.9 semuestrael mismomicrobotTritt perosin la tarjetaCT6811quelleva el

microcontrolador6811.Envezdeelladiseñaremosnuestropropio“cerebrodigital”.

4.4.2. Especi�caciones

Lasespeci�cacionesson:

Objetivo: Diseñarun circuito digital, capazgobernarun microbot,haciendoqueéstesiga

unalíneanegrapintadasobreun fondoblanco.

Sensores: El microbotestádotadodedossensoresdigitalescapacezdediferenciarel color

negro del blanco.La salidadeestossensoreses'0' cuandoleenblancoy '1' cuandoleen

negro.Denominaremosa estebit comoC:

Sensor C

ColorBlanco 0

ColorNegro 1

Motor es: Dosmotoresdecorrientecontinuaquesoncontroladoscadaunomediantedos

bits,denominadosSy P, descritosmediantela siguientetabladeverdad:
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Figura4.9:MicrobotTritt sin la tarjetaCT6811

P S Motor

0 0 Parado

0 1 Parado

1 0 Giro derecha

1 1 Giro izquierda

El bit P esel bit de 'Power'. Indica si el motor estáconectadoo no. El bit S esel del

sentidodegiro. Segúnsuvalor el motorgiraráa la derechao a la izquierda(siempreque

el motorestéactivado,conP=1).

El robot: El esquemadel robotesel siguiente(vistodesdearriba):
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Sensor 1 Sensor 2

Motor 1 Motor 2

Ruedas

Algoritmo : El algoritmoparaseguir la líneanegraesmuysencillo.Mientraslosdossenso-

resdetectennegro,el robotdeberáavanzar. Cuandoel sensordela derechadetecteblancoy

el dela izquierdanegro,el robotgiraráa la izquierday cuandoocurrael casocontrariogi-

raráa la derecha.Si ambossensoresleenblancopermaneceráparado.Estoseesquematiza

enla siguiente�gura:

Recto Giro izquierda Giro derecha

4.4.3. Diagrama debloques

Comoprimerafasedel diseñotenemosqueentenderquées lo quesenosestápidiendoy

determinarel aspectoquetieneel circuito quehayquerealizar. El circuito tendrádosentradas

provenientesdelossensores,
�

�

y
�

�

, y cuatrosalidas,dosparacadamotor: �

�

, �

�

, �

�

y �

�

:

Sensor 2

Sensor 1
Circuito
a diseñar

S
P

1

1

S
P

2

2

C1

C2

Motor 1

Motor 2
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4.4.4. Tabla de verdad

Ahora hay quede�nir el comportamientodel circuito, utilizandounatablade verdad.Este

comportamientonoslo dael algoritmodeseguir la línea.La tabladeverdadesla siguiente:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 x 0 x 0

0 1 0 1 1 1

1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 0 1

Con una 'x' sehanmarcadolas casillasde la tablade verdadquees indiferentesu valor.

Segúnnosconvengapuedevaler'0' ó '1'.

4.4.5. Ecuacionesbooleanasdel circuito

Puestoqueel circuitosólotiene2 variablesdeentrada,esinmediatoobtenerlasexpresiones

de �

�

, �

�

, �

�

y �

�

.

�

�




�

�

�

�




�

�

�

�




�

�




�

�

�

�

�

TambiénsepodríahaberhechoKarnaugh:

P1 S1

C1

C2

0

0

1

1 C1

C2

0

0

1

1

S2

C1

C2

0

0

1

1

0 1

11 1 0

0 xx 1

0 0
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4.4.6. Implementacióndel circuito

El circuito, implementadoconpuertaslógicasbásicasesel siguiente:

S1

S2

P2

P1

C1

C2

Si lo construimosutilizandopuertasTTL, necesitamosdosintegrados,unoparalosinversores

y otroparala puertaOR.Si envezdeello lo implementamossóloconpuertasNAND, el circuito

esel siguiente:

C1

C2

S1

S2

P1

P2

Tienetambién3 puertas,peroahorasóloesnecesariounsólocircuito integrado.

4.5. Análisis decircuitoscombinacionales

Poranálisisentendemoslo contrariodediseño.Al diseñarpartimosdeunasespeci�caciones,

obtenemosunatablade verdado unafunción booleana,la simpli�camos y la implementamos

conpuertaslógicas.En el análisispartimosdeun circuito y tendremosqueobtenerbienla tabla

de verdad,bien la expresiónbooleana,lo que nos permitiráanalizarsi el circuito era el más

óptimoo nospermitiráhacerunare-implementacióndedichocircuitoutilizandootratecnología.

Si el circuito tienepocasentradas,cuatroo menos,lo mejoreshacerla tabladeverdad.Para

realizarlatomaremospuntosintermediosen el circuito, que incluiremostambiénen la propia
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tabla.Iremosrellenandoel valordeestospuntosintermedioshastaobtenerel valordela función.

Y comosiempre,lo mejoresverejemplos.

Ejemplo 1:

Obtener la tabla deverdad del siguientecircuito:

BA C

F

El problemasepuedehacerdevariasmaneras.Y esesueleserunode los problemas.¿Qué

caminoescojoparaobtenerla tabladeverdad?.Porun ladopodemosobtenerla expresióndeF,

pasandolaspuertaslógicasaoperandosdelAlgebradeBooley luegoobtenerla tabladeverdad.

O podemosobtenerdirectamentela tabladeverdad.Seacualseael caminoelegido, lo primero

queharemosserátomarpuntos intermedios: seleccionamoslassalidasdelaspuertaslógicasy

lesasignamosunavariableboolena:

BA C

F

a

b

En estecircuito hemostomadodospuntosintermedios,el a y el b. Si decidimosobtenerF

usandoel AlgebradeBoole,la expresiónqueobtenemoses:

�




�

�

!




�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

Y ahorala representaríamosen una tabla de verdad.Sin embargo, sueleser mássencillo
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obtenerla tabla de verdaddirectamentedel diseñoy luego aplicar karnaughparaobtenerla

expresiónmássimpli�cada de F, si fuesenecesario.En la tablade verdaddibujaremosnuevas

columnasenlasqueaparecenlospuntosintermedios,quenospermitiránir anotandoloscálculos

intermediosparaobtenerF másfácilmente.La tabladeverdadsin rellenares:

A B C �




�

�

�

!




�

�

�

�




�

�

!

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1

Y ahoravamoscolumnapor columna,rellenandola información.Comenzaremospor la co-

lumnaa. Hayquehacerla NAND deB y C.Paranoconfundirnos,nosdibujamosla tablaNAND

paradosvariables:

A B
�

�

�

�

�

�

0 0 0 1

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 0

y nos�jamos enquesólovale '0' cuandoambasvariablesson1. Recorremoslas �las deB

y C buscandoel casoenel queB=1 y C=1,y anotamosun '0'. Parael restodecasosa='1'. Nos

quedalo siguiente:

A B C �




�

�

�

!




�

�

�

�




�

�

!

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0



98 CAPÍTULO 4. CIRCUITOSCOMBINACIONALES

Sehamarcadocon“negrita” los doscasosenlos queB=1 y C=1.Parael restodecasos“no

hemostenidoquepensar”,sepuederellenardeformadirecta.Estemétodonospermiteobtener

lastablasdeverdaddeunamaneramuy rápiday cometiendomuypocoserrores.

Contiemosconla siguientecolumna.En estecasohayquerellenarunacolumnaconel pro-

ductoentreB y A. Nuevamentenos�jamos en la tablade la operaciónAND y vemosqueel

resultadosólovale'1' cuandoB=1 y A=1. Parael restodecasossetendrá'0':

A B C �




�

�

�

!




�

�

�

�




�

�

!

0 0 0 1 0

0 0 1 1 0

0 1 0 1 0

0 1 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 1 1 0

1 1 0 1 0

1 1 1 0 1

Y por último ya podemosobtenerel valor de F, aplicandounaoperaciónOR a la columna

a con la b. Por la de�nición de la operaciónOR (mirandosu tabla),sabemosquesólo vale 0

cuandoambosoperandosson'0'. Buscamosesecasoen la tablay enel restode �las ponemos

un '1'. La tabla�nal es:

A B C �




�

�

�

!




�

�

�

�




�

�

!

0 0 0 1 0 1

0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 1

1 0 1 1 0 1

1 1 0 1 0 1

1 1 1 0 1 1

Aunqueno los pide el enunciadodel ejercicio,vamosa obtenerla expresiónmássimpli�-

cadadeF, usandoKarnagh,y la vamosa compararconla expresiónF queantesobtuvimos.El

diagramadeKarnaughesmuysencillodeobtenerapartir dela tabladeverdad,puestoquesólo

un '0'. Pintamoseste'0' ensucasillacorrespondiente(A=0, B=1 y C=1) y el restodecasillas

valdrán'1':
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1

1 1 1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

011

Podemoshacerlossiguientesgrupos:

1

1 1 1 1

00 01 11 10

0

1

A

BC

011

De los queobtenemosla expresiónmássimpli�cada deF:

�


��

�

�

�

�

Vemosqueestámássimpli�cadaquela expresióninicial queobtuvimosaplicandoel Algebra

deBoole.

4.6. Resumen

Todocircuito digital estáconstituidoensuinterior por circuitos combinacionalesy/o cir-

cuitos secuenciales. Estosúltimossoncapacesdealmacenarinformación.En estecapítulohe-

mos trabajadocon circuitoscombinaciones, en los quesussalidasdependendirectamentede

lasentradas,y no soncapacesdealmacenarinformaciónni recordarcuálesfueronlasentradas

anteriores.

Parala construcciónde los circuitoscombinacionales,seempleanlas puertas lógicas, que

permitenrealizarelectrónicamentelas operacionesdel Algebra de Boole. Las puertaslógicas

básicascon AND, OR y NOT, perotambiénexistenotraspuertaslógicasqueseusanmucho:

NAND, NOR y XOR. Cualquiercircuitocombinacionalsepuedeconstruirapartirdelaspuertas

básicas,combinándolasadecuadamente.Sin embargo, tambiénesposibleimplementarcircuitos

utilizandosólopuertasNAND, o sólopuertasNOR.

Laspuertas lógicasseencuentranencapsuladasenuncircuito integrado. Estosedenomina
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tecnologíaTTL. Tambiénesposibleutilizar otrastecnologíasparala construcciónde circuitos

digitales,comosonlosdispositivoslógicosprogramableso lasFPGA's.

El diseñode un circuito combinacional essencillo.A partir de unasespeci�cacionesse

obtienela tabla de verdad de lassalidasdel circuito, y utilizandoel métododesimpli�cación

deKar naughobtendremosla función mássimpli�cada . Lasfuncionesasíobtenidassepodrán

implementardediversasmaneras,entrelasquehemosvisto,suimplementaciónusandopuertas

básicas,sólopuertasNAND, o sólopuertasNOR.

Comoejemplopráctico,hemosdiseñadoun circuito combinacionalqueactúade“cerebro”

deunMicrobot,controlándolodemaneraquesigaunalíneanegrasobreun fondoblanco.

Finalmentehemosvisto cómoseanalizan los circuitos,obteniendosustablasde verdado

ecuacionesbooleanasapartir delaspuertaslógicas.

4.7. Ejercicios

Ejercicio 1:

Obtenerlasexpresionesbooleanasdelassalidasdelossiguientescircuitos(no hayquesim-

pli�car ni operarestasexpresiones):

Cir cuito 1:

FC

B

A

D

Cir cuito 2:
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A

B

C

D

E

F

Cir cuito 3:

A

B

C

D

E

F

Ejercicio 2:

Implementar lassiguientesfunción, utilizando cualquier tipo depuertaslógicas,sabien-

do que todaslas funcionesestánsimpli�cadas al máximo.

1.
�


 �

�

�

�

�

�

�

Ejercicio 2:

ImplementarsóloconpuertasNAND

Ejercicio 3:

ImplementarsóloconpuertasNOR

Ejercicio x:

Dadala función
�


��

�

�

�

�

�

�

:

1. Implementarconcualquiertipo depuertaslógicas
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2. ImplementarsóloconpuertasNAND

3. ImplementarsóloconpuertasNOR

4. Aplicar la propiedaddistributivae implementarconcualquiertipo depuertaslógicas

5. ¿Enquécircuito seutilizanel menornúmerodepuertas?



Capítulo 5

CIRCUIT OS MSI (1): Multiplexor esy

demultiplexores

5.1. Intr oducción

Los circutios MSI son los queestánconstituidospor un númerode puertaslógicascom-

prendidosentre12 y 100 (ver apartado4.2.4).En estecapítuloveremosunaseriede circuitos

combinacionesqueseutilizan muchoenelectrónicadigital y quesonla baseparala creación

dediseñosmáscomplejos.Aunquesepuedendiseñara partir depuertaslógicas,estoscircuitos

sepuedentratarcomo“componentes”,asignándolesun símbolo,o utilizandounaciertanomen-

clatura.

Los circuitosqueveremossonlossiguientes:

Multiplexor esy demultiplexores

Codi�cador esy decodi�cadores

Comparadores

Lo másimportante escomprender para qué sirven,cómofuncionan y que bits de entrada

y salida utilizan. Estoscircuitoslos podríamosdiseñarperfectamentenosotros,puestoquese

tratadecircuitoscombinacionalesy por tantopodemosaplicartodolo aprendidoenel capítulo

4.

103
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Llave de
paso

Tuberia de 
agua potable

Tuberia de agua
para regar

Manguera de entrada
a la granja

0

1

Figura5.1:Simitudentreunmultiplexor y un sistemadeaguadeunagranja

5.2. Multiplexor es

5.2.1. Conceptos

Un Multiplexor esun circuito combinacionalal queentranvarioscanalesdedatos,y sólo

uno de ellos, el quehallamosseleccionado,esel queaparecepor la salida. Esdecir, queesun

circuitoquenospermiteSELECCIONAR quedatospasana travésdedichocomponente.

VamosaverunejemploNO electrónico.Imaginemosquehaydostuberías(canalesdedatos)

porel quecirculandistintos�uidos (datos). Unatransportaaguapararegary la otraaguapotable.

Estastuberíaslleganaunagranja,enla cualhayunaúnicamanguerapor la quevaasalirel agua

(bien potableo bien pararegar), según lo queseleccioneel granjeroposicionandola llave de

pasoenunau otraposición.Enla �gura 5.1semuestraunesquema.Lasposicionessonla 0 para

el aguapotabley 1 parael aguaderegar.

Moviendola llave de paso,el granjeropuedeseleccionarsi lo quequierequesalgapor la

mangueraesaguapotable,paradar de beberal ganado,o aguapararegar los cultivos.Según

cómoseposicioneestallavedepaso,enla posición0 ó enla 1, seleccionamosunatuberíau otra.

Pero¿porquésólodostuberías?.Porqueesunejemplo.A la granjapodríanllegar4 tuberías.

En estecasoel granjerotendríauna llave de pasocon 4 posiciones,como se muestraen la

�gura 5.2.Estallave sepodríaponeren4 posicionesdistintasparadarpasoa la tubería0, 1, 2

ó 3. Obsérvesequesólo pasaunade las tuberíasen cadamomento,¡y sólo una!.Hastaqueel

granjeronovuelvaa cambiarla llavedepasonoseseleccionaráotratubería.

Conesteejemploesmuy fácil entenderla ideademultiplexor . Escomounallavede paso,

quesóloconectaunodeloscanalesdedatosdeentradaconel canaldedatosdesalida.

Ahoraenvezdeentuberías,podemospensarencanalesdedatos,y tenerun esquemacomo

el que se muestraen la �gura 5.3, en la que hay 4 canalesde datos,y sólo uno de ellos es

seleccionadopor el multiplexor parallegara la salida. En general,enun multiplexor tenemos

dostiposdeentradas:
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Llave de paso
de 4 posiciones

Tuberia de acceso
a la granja

Tuberia 0

Tuberia 1

Tuberia 2

Tuberia 3

0

1

2

3

Figura5.2:Sistemadeaguade4 tuberías

Entrada de
seleccion

Canal 1

Canal 2

Canal 3

Canal 0
4,57,98,92,202...

0,1,7,11,55,35...

11,23,44,234,156...

0,0,0,2,3,45...

Canal de salida
11,23,44,234,156...Multiplexor

0

1

2

3

2

(Canal 2 seleccionado)

Figura5.3:Un multiplexor queseleccionaentre4 canalesdedatos
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A0
A1

O
O

0

1

D0

B0

B1

C0

C1

D1

S1 S0

S1 S0

A

B

C

D

O

E
nt

ra
da

s 
de

 d
at

os

Entradas de seleccion

Salida

Multiplexor de 4 canales
de entrada, de 2 bits

Multiplexor de 4 canales
de entrada, de 1 bit

Entradas de seleccion

E
nt

ra
da

s 
de

 d
at

os

Salidas

Figura5.4:Dosmultiplexoresde4 canalesdeentrada

Entradas dedatos: (Lastuberíasenel ejemplo).

Entrada de selección: Indicacuáldelasentradassehaseleccionado(posicióndela llave

depaso).

5.2.2. Multiplexor esy bits

Hemosvisto cómoa un multiplexor le llegannúmeros por distintasentradasy según el

númeroque le lleguepor la entrada de selección, lo mandapor la salidao no. ¡¡Números!!

Recordemosqueloscircuitosdigitalessólotrabajanconnúmeros.

Peroestosnúmeros,vimosquesiemprevendránexpresadosenbinario y portantosepodrán

expresarmediantebits. ¿Cuantosbits?Dependedelo grandequeseanlos númerosconlos que

sequieretrabajar.

Enel interiordelosmicroprocesadoresesmuynormalencontrarmultiplexoresde8 bits,que

tienenvariasentradasdedatosde8 bits.Perosepuedetrabajarconmultiplexoresquetengan4

bits por cadaentrada,o incluso2, o incluso1bit. En la �gura 5.4semuestrandosmultiplexores

quetienen4 entradasdedatos.Porello la entradadeseleccióntienedosbits (parapoderselec-

cionarentreloscuatrocanalesposibles).Sinembargo,enunolasentradasdedatossonde2 bits

y enel otrode1 bit.
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Mirando el númerodesalidas,podemosconocerel tamañode los canalesde

entrada.

Así enlos dosmultiplexoresdela �gura 5.4,vemosqueel dela izquierdatiene2 bits desalida,

por tantosuscanalesdeentradasonde2 bits.El dela derechatiene1 bit desalida,por tantolos

canalesde1 bit.

Los multiplexoresenlo queprincipalmentenoscentraremossonlos quetienencanalesde1

bit. A partir deellospodremosconstruirmultiplexoresmayores,bienconun mayornúmerode

canalesdeentradao bienconun mayornúmerodebitsporcadacanal.

5.2.3. Multiplexor esde1 bit y susexpresionesbooleanas

Llamaremosasía los multiplexor esque tienen canalesde entrada de 1 bit , y por tanto

sólotienen un bit de salida. Estudiaremosestosmultiplexores,comenzandopor el mássimple

detodos,el quesólotienenunaentradadeselección.

Multiplexor escon una entrada de selección

El multiplexor mássimple esel quesólo tieneunaentrada de selección, S, quepermite

seleccionarentredosentradasdedatos,segúnque �




� ó �




� . Suaspectoesel siguiente:

Entrada de
seleccion

I

I

S

F
0

1

Salida

E
nt

ra
da

s

NOTA: En estaasignatura representaremoslos multiplexoresde igual que cual-

quierotro circuito,medianteuna“caja” quetieneunasentradasy unassalidas.No

obstante, el símbolonormalmenteemlpleadoesel siguiente:
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E
nt

ra
da

s

Seleccion

Salida
MX

¿Cómopodemosexpresar la función de salida F, usandoel Algebra de Boole?. Existe

unamaneramuysencillay queyaconocemos:hacerla tabladeverdady obtenerla funciónmás

simpli�cada.

Construyamosla tablade verdad.Lo primeroquenospreguntamoses,¿Cuantasentradas

tengoenestecircuito?.En total haytresentradas.Dossondedatos:�

�

, �

�

y unaesdeselección:

� . La tabladeverdadtendráentotal
�

�




� �las. Paraconstruirestatabladeverdadsólohayque

entenderel funcionamientodel multiplexor e ir casopor casorellenandola tabla.Porejemplo,

¿quéocurresi �




� , �

�




� y �

�




� ?. Aplicamosla de�nición de multiplexor. Puestoque

�




� , seestáseleccionandola entradadedatos0, esdecir, la entrada�

�

. Portanto,lo queentre

por la entrada�

�

seráignoradopor el multiplexor. Si la entradaseleccionadaesla �

�

, la salida

tendrásumismovalor. Y puestoque �

�




�

�

entonces
�




� . Si hacemoslo mismoparatodos

loscasos,tendremosla siguientetabladeverdad:

S �

�

�

�

F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

La tablasehadividido endosbloques,

unoenel que �




� y otroenel que �




� .

En el primer bloque,seselecciona�

�

que

apareceráen la salida.Sehapuestoenne-

grita todoslosvaloresde �

�

paraquesevea

quesonlos mismosquehaya la salida.En

el bloqueinferior, lo queseseleccionaes �

�

y eslo queseobtienepor la salida.

Apliquemosel métodode Kar naugh paraobtenerla expresiónmássimpli�cada de F. El

diagramaqueseobtieneesel siguiente:(Seaconsejaal lectorquelo hagapor supropiacuenta,

sinmirar losapuntes,asíle sirveademásparapracticar:-)
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I I0

0 1

1 1

00 01 11 10

0

1

S
1

0

00

1

Obtenemosla siguienteexpresión:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

(5.1)

Y si ahora“escuchamos”lo quela ecuaciónnosdice,veremosquetienemuchosentido:

“Si S=0,
�




�

�

y si S=1,
�




�

�

”

¡¡Es justo la de�nición de un multiplexor!! La salida toma el valor de una de las entradas,

segúnel valor que tome la entrada de selección.

En realidad,el multiplexor lo podríamoshaberdescritode unamaneramássencilla,y po-

dríamoshaberobtenidola ecuacióndeotraforma.Veamoscómo.

La función F quedescribeel comportamientode un multiplexor con unaúnicaentradade

selección,la podemosdescribirmediantela siguientetabla:

S F

0 �

�

1 �

�

que lo quenosvienea decir es lo mismoquesu ecuación:cuandoS=0, por la salidadel

multiplexor apareceel valor �

�

y cuandoS=1, apareceel valor �

�

. Estamosconsiderandolas

variables �

�

e �

�

como parámetrosy NO como variablesde entradadel circuito y por tanto

estamosconsiderandocomosi la funciónF sólodependiesedela variableS,esdecir, tenemosla

funciónF(S).¿Cómopodemosobtener la ecuacióndel multiplexor a partir de estatabla?:

aplicandoel teoremadeexpansión, quevimosenel apartado3.4obtenemoslossiguiente:

�

�

�

�




�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

y F(1) esla salidadel multiplexor cuandoS=1,esdecir, que
�

� �

�




�

�

y F(0) esla salida

cuandoS=0,
�

� �

�




�

�

. La ecuacióndelmultiplexor esla siguiente:

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�
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¡¡Que esla mismaecuaciónquehabíamosobtenidopor Kar naugh!!

No seasusteel lectorpor los desarrollosteóricos.Lo importanteescomprendercómofun-

cionanestetipo de multiplexoresy cuál es la ecuaciónque los describe,independientemente

de cómola hallamosobtenido.Aquí, hemosobtenidola ecuaciónpor dosmétodosdiferentes.

Veremosquecon los multiplexoresdedosentradasdeselecciónsólo lo podremoshacerpor el

segundométodo.

Multiplexor escon dosentradasde selección.

El siguientemultiplexor en complejidades el que tenga2 entradas de selección, por lo

quesepodrá seleccionarhasta4 entradasposibles. Habrápor tanto4 entradasde datos. El

circuitoescomoel siguiente:

I2

I3
S1 S0

Entradas de
seleccion

I

I

0

1
F

E
nt

ra
da

s

Salida

Hay 4 entradasde datosy 2 entradasde selección,en total 6 entradas.Ahora hacemoslo

mismoqueantes,construimosla tabladeverdady aplicamosKarnaugh...pero....¿6variables?

¡¡Hay que hacer una tabla que tenga
�

�




�




�las!! ¡¡Y luego aplicar Kar naugh a una

función de 6 variables!!!

Vemosqueestemétodo,aunquefácil, requiremuchasoperaciones.¡¡Esunmétodoidealpara

quelo hagaunordenador!!.Nosotrosobtendremossusecuacionesdeotramaneradiferente.

Vamosa describirestemultiplexor mediantela siguientetabla:

�

�

�

�

F

0 0 �

�

0 1 �

�

1 0 �

�

1 1 �

�
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quelo quenosestáexpresandoesquela salidadel multiplexor valdrá �

�

,�

�

, �

�

o �

�

segúnel

valor quetomenlas variablesde entrada�

�

y �

�

. Estamosconsiderandoquela funciónF sólo

dependedeestasdosvariables:
�

�

�

� �

�

�

�

y que �

�

,�

�

, �

�

e �

�

sonparámetros,esdecir, valores

constantesquepuedenvaler'0' ó '1'.

Si aplicamosel teoremade expansióna la función
�

�

�

� �

�

�

�

, desarrollándolapor �

�

, obte-

nemoslo siguiente:

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

Y si ahoraaplicamosnuevamenteel teorema de expansión a las funciones
�

� �

�

�

�

�

y
�

� �

�

�

�

), desarrollándolaspor la variable�

�

, tenemoslo siguiente:

�

� �

�

�

�

�




�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�




�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

Y ahora,si lo juntamostodoenunaúnicaexpresión,tenemos:

�

�

�

� �

�

�

�




�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�




�

�

���

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

���

�

�

�

���

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

���




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

¿CuandovaleF(0,0)?,esdecir, ¿cuálesla salidadel multiplexor cuando�

�




� y �

�




� ?.

Porla de�nición demultiplexor, la salidaserálo quevengaporel canal0,quees �

�

. Dela misma

maneraobtenemosque
�

� �

�

�

�




�

�

,
�

� �

�

�

�




�

�

,
�

� �

�

�

�




�

�

. Sustituyendoestosvaloresen

la ecuaciónanteriory reordenándolaun pocotenemosla expresión�nal para un multiplexor

de dosentradasde selección:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(5.2)

Olvidémonosahorade cómohemosobtenidoesaecuación.Lo importanteesentenderlay
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saberutilizarla. Vamosa comprobarsi efectivamenteestaecuacióndescribeel funcionamiento

deunmultiplexor de2 entradasdeseleccióny 4 entradasdedatos.

Si �

�




� y �

�




� , sabemosporel comportamientodeunmultiplexor queseseleccionarála

entrada�

�

paraqueaparezcapor la salida.Vamosacomprobarlo.En la ecuacióndelmultiplexor

sustituimos�

�

por0 y �

�

por1. Obtenemos:

�




� � � �

�

�

� � ��� �

�

�

� � � � �

�

�

� � � � �

�

�







� � � �

�

�

� � � � �

�

�

� � � � �

�

�

� � �
� �

�

�







�

�

Sedejacomoejercicioelquesecompruebelaecuaciónparael restodevaloresdelasentradas

deselección.

Multiplexor concualquier número deentradasdeselección

Si ahoratenemosun multiplexor con3 entradasdeselección,quemepermitiráseleccionar

entre8 entradasdedatos,la ecuaciónquelo describeesla generalizacióndela ecuación5.2.En

total habrá8 sumandosy encadaunodeellosseencontraránlasvariables�

�

, �

�

, y �

�

, además

deloscorrespondientesparámetros�

�

,�

�

, ..., ��� .

La ecuaciónserá:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

Y lo mismopodemoshacerparacualquiermultiplexor conun númerodeentradasdeselec-

ciónmayor, lo queocurrequela ecuacióntendrámuchosmástérminos.
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Tuberia de entrada
a la granja

Llave de
paso

0

1 Manguera 1

Manguera 0

Figura5.5:Similitud entreun demultiplexor y unsistemadeaguadeunagranja

5.3. Demultiplexores

5.3.1. Conceptos

El conceptodedemultiplexor essimilaral demultiplexor, viendolasentradasdedatoscomo

salidasy la salidacomoentradas.En un multiplexor hayvariasentradasdedatos,y sólounade

ellassesacaporel canaldesalida.En los demultiplexoreshayun únicocanaldeentradaquese

sacaporunadelasmúltiplessalidas(y sóloporuna!!!).

Si utilizamosel símil de la granjay las tuberías,podemosimaginarel siguienteescenario.

Supongamosqueahoraa la granjale llegaunaúnicatuberíaconagua,peroenel interior de la

granjahay variasmangueras,cadaunaparalimpiar unazonadel establoo dar de bebera los

animalesde esazona.Cómosólo hay un granjero,sólo podráusarunade las manguerascada

vez(el granjeronopodráusara la vezdosmangueras,porqueestánensitiosdiferentes!!).

Para seleccionarqué mangueraquiereusaren cadamomento,hay una llave de paso,de

maneraquesi la sitúaenunaposición,el aguaquevienepor la entradasaldrápor la manguera

0, mientrasquesi la sitúaenla otraposición,el aguasaldrápor la manguera1 (ver �gura 5.5)

De la mismamaneraqueen los multiplexorespuedehabervariasentradas,en los demulti-

plexorespuedehabervariassalidas.Porejemploenla �gura 5.6semuestrael mismosistemade

tuberíasde la granja,peroahorahay 4 mangueras,parallegara 4 zonasdistintasde la granja.

Ahorael granjerotendráqueposicionarla llavedepasoenunadelas4 posicionesposibles,para

queel aguasalgapor la mangueraseleccionada.

Yacomprendemoscómofuncionanlosdemultiplexores.Si lo aplicamosal mundodela elec-

trónica,en vez de tuberíastendremoscanalesde datos.Habráun único canalde entrada,por

el que llegaránnúmeros,que saldránsólo por uno de los canalesde salida,el que tengamos

seleccionado,comosemuestraenla �gura 5.7.

En generalenun demultiplexor tendremos:

Una entrada dedatos
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Llave de paso
de 4 posiciones

Tuberia de acceso
a la granja

Manguera 0

Manguera 1

Manguera 2

Manguera 3

2

1

0

3

Figura5.6:Sistemadeaguade4 mangueras

Entrada de
seleccion

0

1

2

3

D
em

ul
tip

le
xo

r

2

11,23,44,234,156...

11,23,44,234,156...

Canal de entrada

Canal 0

Canal 1

Canal 2

(Canal 2 seleccionado)

Canal 3

Canales de salida

Figura5.7:Un demultiplexor queseleccionaentre4 canalesdedatos
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a
Sistema 

Sistema 

Sistema 

Sistema 

b

c

d

Canal 1

Canal 2

Canal 3

Canal 0

Sistema 

Sistema 

Sistema 

B

C

D

A
Sistema 

Figura5.8:Unaalternativaparacomunicarsistemas

Una entrada deselección: queindicaa cuáldelassalidassemandala entrada

Varios canalesdedatosde salida. Sóloestaráactivo el quesehayaseleccionado.

5.3.2. Juntando multiplexor esy demultiplexores

Vamosa ver unaaplicacióntípica de los multiplexoresy los demultiplexores.Imaginemos

que tenemos4 sistemas,que los llamaremosa,b,c y d, y quenecesitanenviar informacióna

otros4 dispositivosA,B,C y D. La comunicaciónesunoa uno,esdecir, el sistemaa sóloenvía

informaciónal sistemaA, el b al B, el c al C y el d al D.

¿Quéalternativashayparaqueseproduzcaesteenvío dedatos?Unaposibilidadesobvia, y

esla quesemuestraenla �gura 5.10.Directamentesetirancablesparaestablecerloscanalesde

comunicación.

Peroestanoesla únicasolución.Puedeserquepodamostirar los4 cables,porqueseanmuy

caroso porquesólohayaunúnicocablequecomuniqueambasparte,y seránecesariollevarpor

esecabletodaslascomunicaciones.

La soluciónsemuestraenla �gura 5.9.Vemosquelos sismteasa, b, c y d seconectana un

multiplexor. Un circuitodecontrol,conectadoalasentradasdeseleccióndeestemultiplexor, se-

leccionaperiódicamentelosdiferentessistemas,enviandopor la salidael canalcorrespondiente.

Podemosver quea la salidadel multiplexor seencuentrala informaciónenviadapor los 4 siste-

mas.Sedicequeestainformaciónestámultiplexada en el tiempo. Al �nal deestalíneahayun

demultiplexor querealizala función inversa.Un circuito de control seleccionaperiódicamente
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a
Sistema 

Sistema 

Sistema 

Sistema 

b

c

d

M
U

X

control
Circuito

control
Circuito

D
E

M
U

X

Sistema 

Sistema 

Sistema 

B

C

D

A
Sistema 

Figura5.9:Usodeun multiplexor y demultiplexor paratransmisióndedatosporun únicocable

porquésalidasdebesalir la informaciónquellegapor la entrada.

Lo que hemosconseguido es que toda la informaciónenviada por un sistema,llega a su

homólogoenel extremoanterior, perosólohemosutilizadounúnicocanaldedatos.

5.3.3. Demultiplexoresy bits

Un demultiplexor, comocualquierotro circuito digital trabajasóloconnúmeros. Peroestos

númerosvendránexpresadosenbinario , por lo quelos canalesde datosde entrada y salida,

y la entrada deselecciónvendránexpresadosenbinario y tendránunnúmerodeterminadode

bits.

Unavezmásnoshacemosla pregunta,¿Cuantosbits?.Depende.Dependede la aplicación

queestemosdiseñandoo conla queestemostrabajando.Enla �gura 5.10semuestrandosdemul-

tiplexoresde4 canales,por lo quetendrán2 bits parala entradadeselección.El dela izquierda

tienecanalesde2 bits y el dela derechade1 bit.

Los multiplexoresquevamosa estudiarson lo que tienencanalesde1 bit. A

partir deellospodremosconstruir multiplexoresconun mayornúmerodebitspor

canal.
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Figura5.10:Dosdemultiplexoresde4 canalesdesalida

5.3.4. Demultiplexoresde1 bit y susexpresionesbooleanas

Demultiplexor de una entrada de selección

El demultiplexor mássimpleesel quetieneunaentradadeselección,unaentradadedatosy

dossalidas.Segúnel valor dela entradadeselección,la entradadedatossesacarápor la salida
�

�

o por la
�

�

:

Entrada de
seleccion

O0

O1

Entrada de
datos

S

I

Salida 0

Salida 1

Noshacemosla mismapreguntaqueenel casodelos multiplesore:¿Cómopodemosexpre-

sarlas funcionesdesalidausandoel AlgebradeBoole?.Podemosescribirla tabladeverdady

obtenerlasexpresionesmássimpli�cadas.Paratenerla tablaaplicamosla de�nición dedemul-

tiplexor y vamoscomprobandocasoporcasoquévaloresaparecenenlassalidas.Porejemplo,si

S=1e I=1, seestaráseleccionandola salida
�

�

, y porellasaldráel valordeI, quees1. La salida
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�

�

noestaráseleccionaday tendráel valor0.

S I
�

�

�

�

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 0 0

1 1 1 0

Para obtenerlas expresionesde
�

�

y
�

�

no hacefalta aplicar Karnaughpuestoquecada

salidasólo tomael valor '1' paraun casoy '0' paratodoslos restantes.Desarrollandopor la

primeraformacanónica:

�

�




�

�

�

�

�




�

�

�

Y podemoscomprobarquesi hemosseleccionadola salida0 ( �




� ), entonces
�

�




� y
�

�




� , y si hemosseleccionadola salida1 ( �




� ),
�

�




� y
�

�




� .

De la mismamaneraquehicimoscon los multiplexores,podemosconsiderarque las fun-

ciones
�

�

y
�

�

sólo dependende la entradade Selección(S), tomandola entradaI comoun

parámetro.Así podemosdescribirestedemultiplexor mediantela siguientetabla:

S
�

�

�

�

0 I 0

1 0 I

Estadescripciónserála queempleemos,yaqueesmáscompacta.

Demultiplexor de dosentradasde selección

Estedemultiplexor tienedosentradasdeseleccióny cuatrosalidas:
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O1

Entrada de
seleccion

O0Entrada de
datos Salida 1

O2

O3

Salida 2

Salida 3
S1S0

Salida 0

I

La tabladeverdad“abreviada” la podemosexpresarasí:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 0 0 0 I

0 1 0 0 I 0

1 0 0 I 0 0

1 1 I 0 0 0

La entradaI sesacapor la salidaindicadaenlasentradasdeselección.Lasecuacionesdelas

funcionesdesalidason:

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

Si analizamosla ecuaciónde
�

�

lo quenosdiceeslo siguiente:“
�

�




� sólocuando�

�




�

y �

�




� ”. Parael restode valoresquepuedentomar las entradasde selección�

�

y �

�

,
�

�

siempreserá0.
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Demultiplexor con cualquier número deentradasdeselección

Parademultiplexoresconmayornúmerodeentradasdeselección,lasecuacionesseránsimi-

lares.Porejemplo,enel casodeun demultiplexor quetengatresentradasdeselección:�

���

�

�

y

�

�

, y quepor tantotendrá8 salidas,la ecuaciónparala salida
�

� será:

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

y la ecuacióndela salida
�

�

será:

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Sedejacomoejercicioal lectorel queobtengael restodeecuacionesdesalida.

5.4. Multiplexor esconentrada devalidación (ENABLE)

Los multiplexores,y engeneralla mayoríadecircuitosMSI, disponendeunaentrada adi-

cional, llamadaentrada de validación (eninglésEnable). Estaentradafuncionacomoun inte-

rruptordeencendido/apagadoparael circuito MSI. Si la entrada de validación estáactivada,

el circuito funcionará normalmente. Perosi estaestádesactivada,el circuito sacaráel valor

'0' por todassussalidas,independientementedelo quellegueporsusentradas.Sedicequeestá

deshabilitado(noestáenfuncionamiento).

LasentradasdevalidaciónselessuelellamarE (del inglésEnable)y puedenserdedostipos:

activasanivel altoó activasanivel bajo.

5.4.1. Entrada devalidación activa a nivel alto

Si estaentradaseencuentraa '1' (E=1)el multiplexor funcionanormalmente(estáconecta-

do).Si seencuenrtaa '0' (E=0)entoncessusalidaserá'0' (estarádesconectado).A continuación

semuestraun multiplexor de4 entradasdedatos,2 entradasdeseleccióny unaentradadevali-

daciónactivaanivel alto:
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I0
I1
I2
I3

S1 S0

Entrada de
validacion

E

Z

La tabladeverdadesla siguiente:

E �

�

�

�

�

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 �

�

1 0 1 �

�

1 1 0 �

�

1 1 1 �

�

SóloenloscasosenlosqueE=1,el multiplexorsecomportacomotal.CuandoE=0,la salida

Z siempreestáa '0'. Estatablade verdadsesueleescribirde unamaneramásabreviadade la

siguientemanera:

E �

�

�

�

�

0 x x 0

1 0 0 �

�

1 0 1 �

�

1 1 0 �

�

1 1 1 �

�

Conlas 'x' de la primera�la seindicaquecuandoE=0, independientementede los valores

quetenganlasentradas�

�

y �

�

la salidasiempretendráel valor '0'.

¿Y cualseríala nueva ecuacióndeestemultiplexor?La mismaqueantesperoahoramulti-

plicadaporE:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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Si E=0,entoncesZ=0. El multiplexor estádeshabilitado.

5.4.2. Entrada devalidación activa a nivel bajo

Otrosfabricamentesdecircuitosintegradosutilizanunaentradadevalidaciónactivaanivel

bajo, queesjustamentela inversadela enterior. Sesueledenotarmediante
�

. Cuandola entrada

E estáa '0' el multiplexor funcionanormalmente,y cuandoestáa '1' estádesconectado.En la

siguiente�gura semuestrandosmultiplexoresde 4 entradas,dosentradasde seleccióny una

entradadevalidaciónactivaanivel bajo.Ambosmultiplexoressoniguales,perosehanutilizado

notacionesdistintas.Enel dela izquierdaseutiliza
�

y enel dela derechaE peroconunpequeño

círculoenla entrada:

I0
I1
I2
I3

S1 S0

Entradas de
validacion

I0
I1
I2
I3

S1 S0

E

Z

E

Z

La tabladeverdadesla siguiente:

E �

�

�

�

�

0 0 0 �

�

0 0 1 �

�

0 1 0 �

�

0 1 1 �

�

1 x x 0

Y la nuevaecuaciónes:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

CuandoE=1,
�




� y entoncesZ=0, conlo queel multiplexor seencuentradeshabilitado.
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5.5. Extensiónde multiplexor es

La ideaespoderconseguir tenermultiplexor es más grandesa partir de otros más pe-

queños. Y estoesnecesarioporqueennuestrosdiseñospodemosnecesitarunosmultiplexores

grandes,sin embargo enel mercadonosencontramosconmultiplexoresmenores.Tenemosque

sabercómoconstruirlos multiplexoresquenecesitamosparanuestraaplicacióna partir de los

multiplexoresqueencontramosenel mercado.

La extensiónpuedeser bien aumentando el número de entradas, bien aumentando el

número de bits por cadacanalde datoso bienambosa la vez.

5.5.1. Aumentodel número deentradas

La soluciónesconectarlosen cascada. Lo mejoresverloconun ejemplo.Imaginemosque

necesitamosunamultiplexor de8 canales,perosólodisponemosdevariosde2 canales:

I0
I1
I2
I3
I4
I5
I6
I7

S2 S S01

Z

I0
I1

S

Z

Queremos: Tenemos:

La soluciónesconectarlosencascada. Primerocolocamosunacolumnade4 multiplexores

dedosentradas,parateneren total 8 entradas.Todaslasentradasdeseleccióndeestaprimera

columnaseunen.Porcomodidadenel dibujo, estoserepresentamedianteunalíneaverticalque

unela salidaSdeun multiplexor conel deabajo.

A continuacióncolocamosunasegundacolumnade2 multiplexoresde2 entradas,también

consusentradasde selecciónunidas.Finalmentecolocamosunaúltima columnaconun único

multiplexor de2 entradas.

Colocadosdeestamanera,conseguimostenerunmultiplexor de8 entradasy tresentradasde

selección.La únicaconsideraciónquehayquetenerencuentaesquela entradadeselecciónde
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losmultiplexoresdela primeracolumnatienepeso0, la segundapeso1 y la última peso2:

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

I2
I3

I4
I5

I6
I7

Primera
columna

Segunda
columna

Tercera
columna

I0
I1

S

Z

S S S012

¡¡Vamosacomprobarlo!!(Siemprequesehaceundiseñohayquecomprobarsi escorrecto).

Vamosa comprobarquéocurresi seleccionamosel canal6. Introducimosenbinarioel número

6 por lasentradasdeselección:�

�




� , �

�




� y �

�




� . Por la entradaS delos multiplexores

dela primeracolumnaseintroduceun '0', por lo queestosmultiplexoressacanpor sussalidas

lo quehayensusentradas�

�

: �

�

, �

�

, �

�

e �

� . Porla entradadeseleccióndelos multiplexoresde

la segundacolumnaseintroduceun '1' por lo queestánseleccionandosucanal �

�

. A la salida

de estosmultiplexoressetendrá:�

�

e �

� . Finalmente,el multiplexor de la última columnaestá

seleccionandosuentrada�

�

, por lo quela salida�nal es �

� (Recordarla ideademultiplexorcomo

unallavedepasoqueconectatuberíasdeagua):
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I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

S

Z

I0
I1

I2
I3

I4
I5

I6
I7

Primera
columna

Segunda
columna

Tercera
columna

S2
S1 S0

I0

I2

I4

I6

I2

I6

I6

I0
I1

S

Z

1 1 0

Ejemplo:

Construir un multiplexor de16 entradasusandomultiplexor esde 4.

En estecasolo quequeremosy lo quetenemoseslo siguiente:
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I0
I1
I2
I3
I4
I5
I6
I7
I8
I9
I10

I11

I12

I13

I14

I15

S3 S2 S1 S0

I0
I
I
I

1

2

3

S S

Z

01

Z

Queremos Tenemos:

Los conectamosencascada,paralo cualnecesitamosunaprimeracolumnade4 multiplexo-

resde4 entradas,conentradas�

�

detodosellosunidos,asícomolas �

�

. En la segunda�la hay

un únicomultiplexor de4 entradas:
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I0
I
I
I

1

2

3

S S

Z

01

I0
I
I
I

1

2

3

S S

Z

01

I0
I
I
I

1

2

3

S S

Z

01

I0
I
I
I

1

2

3

S S

Z

01

I0
I
I
I

1

2

3

S S

Z

01

I0
I1

I3

I2

I4
I5
I6
I7

I8
I9
I10

I11

I12

I13

I15

I14

S S S S0123

Sedejacomoejerciciola comprobacióndeestediseño.

5.5.2. Aumentodel número debits por canal

Paraconseguir estohay queconectarlosen paralelo. Imaginemosquetenemosqueremos

construirun multiplexor de dos canalesde entrada,cadauno de ellos de 2 bits, y paraello

disponemosdemultiplexoresde2 canalesdeunbit:
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A
A

B
B

S

I
I

S

Z

0

1

0

1

0

1

Queremos: Tenemos:

Canal 0

Canal 1
Z
Z0

1

Utilizaremosdos multiplexoresde lo que tenemos,uno por cadabit que tengamosen el

nuevo canaldesalida.Comolos canalesenel nuevo multiplexor sonde2 bits,necesitaremos2

multiplexoresdecanalesde1 bit. Unodeestosmultiplexoresseráal quevayanlosbitsdemenos

pesodelos canalesdeentraday el otro los demayorpeso.Lasentradasdeseleccióndeambos

estánunidas:

I
I

S

Z0

1

I
I

S

Z0

1

Z0

Z1

0A
A1

B0

B1

S

Si conenestenuevo multiplexor hacemosS=0,lassalidasserán�

�


 �

�

y �

�


 �

�

. Y si

hacemosS=1,entoncesobtenemos�

�




�

�

y �

�




�

�

. ¡¡Eslo queandábamosbuscando!!.Por

la salidaobtenemosbienel númeroquevienepor el canal0 (
�

�

�

�

�

ó bienel númeroqueviene

porel canal1(
�

�

�

�

).

Ejemplo:

Construir un muliplexor de 4 canalesde 4 bits, usandomultiplexor esde 4 entradasde

1 bit .
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A0

A1

A2

A3

B0

B1

B2

B3

C0

C1

C2

C3

D
D
D
D

0

1

2

3

Z 0

Z 1

Z 2

Z 3

S S0

I
I
I
I

0

1

2

3

1

Canal 2

Canal 1

Canal 0

Canal 3

Queremos: Tenemos:

Z

SS1 0

Ahoranecesitaremos4 multiplexoresdelosquetenemos,acadaunodeloscualeslesllegan

los bits del mismopesode los diferentescanales.Por el primer multiplexor entranlos bits de

menorpeso(
�

���

�

� �

�

�

y
�

�

) y porel último losdemayor(
�

���

�

���

�

�

y
�

�

). Enel dibujo nose

muestrantodaslasconexionesparanocomplicarlo:
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I
I
I
I

0

1

2

3

Z

SS1 0

I
I
I
I

0

1

2

3

Z

SS1 0

I
I
I
I

0

1

2

3

Z

SS1 0

I
I
I
I

0

1

2

3

Z

SS1 0

Z 1

Z 2

Z 3

Z 0

A0

A1

A2

A3

B3

B2

B1

B0

C0

C1

C2

C3

D
D
D
D

0

1

2

3

5.6. Implementaciónde funcionesconMX' s

Utilizandomultiplexoresesposibleimplementarfuncionesbooleanas.Engeneral,cualquier

función de n variablessepuedeimplementarutilizando un multiplexor de n-1 entradasde

selección.

Porejemplo,dadala función:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

quetiene3 variables,sepuedeimplementarutilizandoun multiplexor de2 entradasdecon-

trol, comoel mostradoacontinuación:
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I
I
I
I

0

1

2

3

SS1 0

O

Existendosmanerasdehacerlo.Unaesemplearel algebradebooley la ecuacióndeestetipo

demultiplexores.Por lo generalestemétodoesmáscomplicado.La otraesutilizar un método

basadoenla tabladeverdad.

5.6.1. Método basadoenel Algebra de Boole

La ecuacióndeun multiplexor de2 entradasdecontroly 4 entradasesla siguiente:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

La ecuaciónde la función quequeremosimplementarla podemosexpresarde la siguiente

forma:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

�

�

�
�

¡¡Que es muy parecidaa Z!!. Si igualamostérminos,obtenemosque por las entradasdel

multiplexor hayqueintroducir:

�

�




�

�

�




�

�

�




�

�

�




�

�

�




�

�

�




�

La funciónseimplementaasí:
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I
I
I
I

0

1

2

3

SS1 0

Z

X Y

0
1

O F

Vamosa comprobarlo.Paraello sustituimosen la ecuacióndel multiplexor los valoresque

estamosintroduciendopor lasentradas:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�







�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

�

�

� �




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

5.6.2. Método basadoen la tabla de verdad

Estemétodosebasaen lo mismo,peroseusanlas tablasde verdaden vez de utilizar las

ecuacionesdelmultiplexor, porello esmássencilloe intuitivo.Ademástieneotraventaja:esun

métodomecánico,siempresehaceigual seacual seala función (Aunquecomoseveráen los

ejerciciosalgunasfuncionessepuedenimplementardemaneramásfácil si utilizamosla entrada

devalidación).

Vamosa realizaresteejemploconla funciónanterior. Seguimoslossiguientespasos:

1. Construimosla tabladeverdaddela funciónF a implementar.

X Y Z O

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 0
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2. Dividimos la tablaen tantosgruposcomocanalesde entradahalla. En estecasohay 4

entradas,por lo quehacemos4 grupos.Lasvariablesdemayorpesoseintroducendirecta-

mentepor lasentradasdeselección�

�

y �

�

:

X Y Z O

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 0

LasvariablesX e Y sonlasquesehanintroducidopor lasentradasdeselección( �

�




� ,

�

�




�

). Vemosquehay4 gruposde�las. El primergruposecorrespondeconla entrada

�

�

, el siguientepor la �

�

, el siguientepor la �

�

y el último por la �

�

.

3. El valora introducirpor lasentradas�

�

, �

�

, �

�

, e �

�

lo obtenemosmirandolascolumnasde

la derecha(la columnadeZ y deO).

En el primer grupo,cuandoZ=0, O=1 y cuandoZ=1, O=0, por tanto
�




� . Esaserá

la salidacuandoseseleccioneel canal0, por tantopor suentradahabráqueintroducir lo

mismo: �

�




� .

Ahoranos�jamos enel siguientegrupo,correspondientea �

�

. En estecaso,cuandoZ=0,

O=0y cuandoZ=1, O=1,por lo quededucimosque
�




�

�




� .

Vamosaporel tercergrupo.Si Z=0,O=0y si Z=0, tambiénO=0.Independientementedel

valordeZ, la salidavale0: �

�




� .

Y parael último grupoocurrequesi Z=0, O=1,y si Z=1, O=1.Deducimosque �

�




� .

Si ahorahacemosla conexionesobtenemosel mismocircuitoqueenel casoanterior.

Ejemplo:

Implementar la función
�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

utilizando un

multiplexor, sin entrada de validación.



134 CAPÍTULO 5. CIRCUITOSMSI (1): MULTIPLEXORESY DEMULTIPLEXORES

Utilizaremosel métodobasadoen las tablasde verdad.Lo quequeremosimplementares

un circuito quetiene3 entradasy unasalida.Comotienen3 variablesde entrada,en general

necesitaremosun multiplexor de2 entradasdecontrol:

A
B
C

F
I
I
I
I

0

1

2

3

SS1 0

Z

Queremos: Tenemos:

Ahoravamossiguientelospasosdelmétodo.Primeroconstruimosla tabladeverdadapartir

deF:

A B C F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

LasentradasA y B lasconectamosdirectamentea �

�

y �

�

respectivamente.Fijándonosen

lascolumnasdeC y F, deducimoslassiguientesconexiones:

�

�




�

�

�




�

�

�




�

�

�




�

El circuito �nal esel siguiente:
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I
I
I
I

0

1

2

3

C

1

A B

SS1 0

Z
F

5.6.3. Implementación de funcionescon multiplexor escon entrada de va-

lidación

Para implementarfuncionestambiénsepuedeusarla entradade validación.En estecaso

no todaslas funcionesse puedenimplementarcon estetipo de multiplexores.La entradade

validaciónla usamoscomosi fueseunaentradamás.

Ejemplo

Implementarla siguientefunción utilizandoun multiplexor

�


��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Primeroutilizaremosun multiplexor sin entradade validación,utilizandoel metodode las

tablasdeverdad.Comola funcióntiene3 variables,necesitamosunmultiplexor de2 entradasde

control.

La tabladeverdaddeestafunciónes:
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A B C F

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

Las entradasA y B se conectandirectamentea las entradas�

�

y �

�

. Los valoresque se

introducenpor lasentradasson: �

�




�

�

�

�




� , �

�




�

�




�

. El circuito esel siguiente:

I
I
I
I

0

1

2

3

A B

SS1 0

Z
F0

0

C

¿Sepodríaimplementarestafunciónconun multiplexor conentradadevalidación?.Si nos

�jamos enla funciónF vemosquepodemossacarfactorcomúnenA:

�


��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


��

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

¡¡ Y esaesla ecuacióndeun multiplexor deunaentradadecontroly unaentradadevalida-

ción!!. Si A=0, entoncesF=0,y si A=1, secomportacomounmultiplexo.Portantointroducimos

A directamentepor la entradadevalidacióny parael restonecesitamosun multiplexor de1 en-

tradadeselección.Y comola ecuaciónestansencilla,no hacefaltani siquierahacerel método

delastablasdeverdad,�jándonosensuecuaciónessu�ciente.

La ecuacióndeun multiplexor conunaentradadeselecciónes:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

Si introducimosB porS,
�

por �

�

y C por �

�

ya lo tenemos:
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Z
F

I0

S

B

C I1

EA

5.7. Resumen

En estecapítulohemosvisto los multiplexor esy los demultiplexores, constituidosinter-

namentepor puertaslógicas.Los multiplexoresnospermitenseleccionarentreuno de varios

canalesde entrada(tuberías)parasacarlopor la salida.Por ello disponende unasentradasde

datos(por dondeentrael “agua”), unasentradasde selección(Llavesdepaso)y un canal de

salida. Estoscanalesde datospuedenserde variosbits, sin embargo, en estecapítulonoshe-

moscentradoen los multiplexoresquetienencanalesdedatosde1 bits, puestoquea partir de

ellospodemosconstruirmultiplexoresconcanalesdedatosdemayorcantidaddebit, asícomo

multiplexoresquetienenmayorcantidaddecanalesdeentrada.

Tambiénhemosvisto los demultiplexores, querealizanla funcióninversa.Un canaldeen-

trada(tubería)sepuedeconectara unade lasdiferentessalidas,segúnel valor introducidopor

lasentradasdeselección(llavesdepaso).

Los multiplexorespuedenteneropcionalmenteunaentrada de validación, quepuedeser

activa a nivel alto o a nivel bajo y actúacomounaespeciede interruptorquepermitequeel

multiplexor funcioneo no. Si estáactivada,el multiplexor funcionanormalmente.Si la entrada

devalidaciónestádesactivada,por la salidadelmultiplexor siemprehayun '0'.

Porúltimo hemosvisto queconun multiplexor tambiénsepuedenimplementar funciones

lógicas, y esotraalternativaquetenemosademásdelaspuertaslógicas.Metianteel métodode

las tablas de verdad, podemossaberfacilmentequévariableshayqueconectara lasentradas

del multiplexor.

5.8. Ejercicios
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Capítulo 6

Codi�cador es,decodi�cadoresy

comparadores

6.1. Intr oducción

En estecapítuloveremosotroscircuitosMSI: codi�cadores,decodi�caresy comparadores.

6.2. Codi�cador es

6.2.1. Conceptos

Loscodi�cadoresnospermiten“compactar” la información,generandoun códigodesali-

da a partir de la información de entrada. Y comosiempre,lo mejoresverloconun ejemplo.

Imaginemosqueestamosdiseñandoun circuito digital queseencuentraen el interior de una

cadenademúsica. Estecircuitocontrolarála cadena,haciendoquefuncionecorrectamente.

Una de las cosasque haráestecircuito de control seráactivar la radio, el CD, la cinta o

el Disco según el botónquehayapulsadoel usuario.Imaginemosque tenemos4 botonesen

la cadena,de maneraquecuandono estánpulsados,generanun '0' y cuandosepulsanun '1'

(Botonesdigitales).Lospodríamosconectardirectamenteanuestrocircuitodecontrolla cadena

demúsica,comosemuestraenla �gura 6.1.

Sin embargo,a la horadediseñarel circuito decontrol,nosresultaríamássencilloquecada

botón tuvieseasociadoun número.Como en total hay 4 botones,necesitaríamos2 bits para

identi�carlos. Paraconseguir estaasociaciónutilizamosun codi�cador, quea partir del botón

quesehayapulsadonosdevolverásunúmeroasociado:

139
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Circuito de control
de la cadena de

musica

CD

RADIO

TAPE

DISCO

Botones

Figura6.1: Circuito decontroldeunacadenademúsica,y 4 botonesdeselecciónde lo quese
quiereescuchar

CD

RADIO

TAPE

DISCO

Botones

E
E
E
E

C

C

Codificador

1

2

3

0
0

1

Fijémonosenlasentradasdel codi�cador, queestánconectadasa los botones.En cadamo-

mento, sólo habrá un botón apretado, puestoquesólo podemosescucharunade las cuatro

cosas.Bien estaremosescuchandoel CD, bien la cinta,bien la radio o bien un disco,perono

puedehabermásdeun botónpulsado1. Tal y comohemoshecholasconexionesal codi�cador,

el CD tiene asociadoel número 0, la cinta el 1, la radio el 2 y el discoel 3 (Estenúmerode-

pendedela entradadel codi�cador a la quelo hayamosconectado).A la salida del codi�cador

obtendremosel número del botón apretado. La tabladeverdadseráasí:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Botón

0 0 0 1 0 0 CD

0 0 1 0 0 1 TAPE

0 1 0 0 1 0 RADIO

1 0 0 0 1 1 DISCO

El circuito de control de la cadenaahorasólo tendrá2 bits de entradaparadeterminarel

1Dehecho,enla cadenademúsicaquetengoencasa,queesunpocoantigua,cuandoaprietasunodelosbotones
el otro “salta”, y dejadeestarapretado.
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botónquesehapulsado.Antesnecesitábamos4 entradas.El codi�cador quehemosusadotiene

4 entradasy 2 salidas,por lo quesellamacodi�cador de 4 a 2. Existencodi�cadoresdemayor

númerodeentradas,comoel quevamosa verenel siguienteejemplo.

Imaginemosqueahoraqueremoshaceruncircuitoparamonitorizarla situacióndeuntrenen

unavía. En unazonadeterminada,la vía estádividida en8 tramos.En cadaunodeellosexiste

un sensorque indica si el tren seencuentraen esetramo(el sensordevuelve 1) o fuerade él

(valor 0). Seve claramentequecuandounodelos sensoresestéactivado,porquequeel trense

encuentreenesetramo,el restodesensoresdevolveránun '0' (No detectanal tren).

Si conectamostodaslasentradasdelossensoresauncodi�cador de8 a 3, lo quetendremos

esquea la salidadel codi�cador saldráun númeroqueindicael tramoenel queseencuentrael

tren.El circuito decontrolqueconectemosa lassalidasdeestecodi�cador sólonecesita3 bits

deentradaparaconocerel tramoenel queestáel tren,y no esnecesario8 bits. ¡¡Sudiseñoserá

mássimple!!.La tabladeverdades:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Tramo

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 2

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 3

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 4

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 5

0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 6

1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 7

6.2.2. Ecuaciones

A continuacióndeduciremoslasecuacionesdeun codi�cador de4 a 2, y luego utilizaremos

un métodorápidoparaobtenerlasecuacionesdeun codi�cador de8 a3.

El codi�cador de4 a2 queemplearemosesel siguiente:

E
E
E
E

0

1

2

3

C
C

0

1

Lasecuacioneslasobtenemossiguiendoel mismométododesiempre:primeroobtendremos



142 CAPÍTULO 6. CODIFICADORES,DECODIFICADORESY COMPARADORES

la tablade verdadcompletay aplicaremosel métodode Karnaugh.Con ello obtendremoslas

ecuacionesmássimpli�cadasparalassalidas
�

�

y
�

�

.

Al hacerla tablade verdad,hay que teneren cuentaque muchasde las entradasNO SE

PUEDENPRODUCIR.Enlasentradasdeundecodi�cador, unay sólounadelasentradasestará

activa encadamomento.Utilizaremosestoparasimpli�car lasecuaciones.Sehautilizadouna

X paraindicarqueesasalidanuncaseproducirá:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 0 0 x x

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

0 0 1 1 x x

0 1 0 0 1 0

0 1 0 1 x x

0 1 1 0 x x

0 1 1 1 x x

1 0 0 0 1 1

1 0 0 1 x x

1 0 1 0 x x

1 0 1 1 x x

1 1 0 0 x x

1 1 0 1 x x

1 1 1 0 x x

1 1 1 1 x x
�

�

y
�

�

siemprevalen'x' exceptopara4 �las. LosmapasdeKarnaughqueobtenemosson:

E3 E2

E1 E0
C0

00

01

11

10

00 01 11 10

1

1

0 0x x

x x x

xxxx

x x x

E3 E2

E1 E0
C1

00

01

11

10

00 01 11 10

0 1

0

1

x x

x x x

x x x x

x x x

Las casillasquetienenel valor 'x' podemosasignarlesel valor quemásnosconvenga,de

formaqueobtengamosla expresiónmássimpli�cada. Lasecuacionesdeun decodi�cadorde4

a2 son:
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�

�




�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

La manera“rápida” deobtenerlasesmirandola tablasimpli�cada, comola quesemuestra

enel ejemplodela cadenademúsica.Sólohayque�jarse enlos '1' de las funcionesdesalida

(comosi estuviésemosdesarrollandopor la primeraforma canónica)y escribir la variablede

entradaquevale'1'. Habrátantossumandoscomo'1' enla funcióndesalida.

Lasecuacionesparaun codi�cador de8 a3, utilizandoel métodorápido,son:

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

6.3. Decodi�cadores

6.3.1. Conceptos

Un decodi�cadoresun circuito integradopor el queseintroduceun númeroy seactiva una

y sólo unade las salidas,permaneciendoel restodesactivadas.Y como siempre,lo mejor es

verloconunejemplosencillo.Imaginemosquequeremosrealizarun circuitodecontrolparaun

semáforo.El semáforopuedeestarverde,amarillo,rojo o averiado.Enel casodeestaraveriado,

seactivaráunaluz interna“azul”, paraqueel técnicosepaquelo tienequereparar. A cadauna

deestasluceslesvamosa asociarun número.Así el rojo seráel 0, el amarilloel 1, el verdeel 2

y el azul(averiado)el 3 (Ver �gura 6.2).

Paracontrolarestesemáforopodemoshacerun circuitoquetenga4 salidas,unaparaunade

las luces.Cuandounade estassalidasestéa '1', la luz correspondienteestaráencendida.Sin

embargo, ocurrequeNO PUEDEHABER DOS O MAS LUCESENCENDIDAS A LA VEZ.

Porejemplo,no puedeestarla luz rojay la verdeencendidasa la vez!!!!.
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Luz Roja: 0

Luz verde: 2

Luz Amarilla: 1

Luz azul (averia): 3

Figura6.2:El semáforoquesequierecontrolar

Luz Roja: 0

Luz verde: 2

Luz Amarilla: 1

Luz azul (averia): 3

O0

O1

O2

O3

E1

E0
Circuito

control
de 

Decodificador
de 2 a 4

Semaforo

Figura6.3:Circuito decontroldel semáforo,usandoun decodi�cadorde2 a4

Si utilizamosundecodi�cadorde2 a4, conseguiremoscontrolarel semáforoasegurándonos

quesóloestaráactiva unaluz encadamomento.Además,el circuito decontrolquediseñemos

sólotienenquetener2 salidas.El nuevo esquemasemuestraenla �gura 6.3.

El funcionamientoesmuy sencillo.Si el circuito de control envía el número2 (
�

�




� ,
�

�




� ), seencenderála luz verde(quetieneasociadoel número2) y sólo la luz verde!!!. Un

decodi�cadoractiva sólo unade las salidas,la salidaque tieneun númeroigual al queseha

introducidopor la entrada.En el ejemplodel semáforo,si el circuito decontrolenvía el número

3, seactiva la salida
�

�

y seencenderála luz azul(y sóloesa!!).

A la horade diseñarel circuito de control, sólo hay que teneren cuentaquecadaluz del

semáforoestáconectadaaunasalidadeldecodi�cadory quepor tantotieneasociadounnúmero

diferente.

6.3.2. Tablasdeverdad y Ecuaciones

Decodi�cador de 2 a 4

Comenzaremosporel decodi�cadormássencillo,unoquetiene2 entradasy 4 salidas,como

semuestraenla �gura 6.4.
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Decodificador
de 2 a 4

O0

O1

O2
E1

E0

O3

Figura6.4:Un decodi�cadorde2 a4

La tabladeverdadesla siguiente:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0

Y las ecuacioneslas podemosobtenerdesarrollandopor la primeraforma canónica.Pues-

to quepor cadafunción de salidasólo hay un '1', no sepodrásimpli�car (No hacefalta que

hagamosKarnaugh):

�

�




E
�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

�

La tabladeverdadla podemosexpresardeformaabreviadadela siguientemanera,indicando

la salidaqueseactivay sabiendoquelasdemáspermanecerándesactivadas.
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Decodificador
de 3 a 8

O0

E1

E0
O1

O2

O3

O4

O5

O6

O7

E2

Figura6.5:Un decodi�cadorde3 a8

�

�

�

�

Salida Activa

0 0
�

�

0 1
�

�

1 0
�

�

1 1
�

�

Decodi�cicador de 3 a 8

Tiene3 entradasy 8 salidas,comosemuestraenla �gura 6.5.

La tabladeverdadabreviadaesla siguiente:

�

�

�

�

�

�

SalidaActiva

0 0 0
�

�

0 0 1
�

�

0 1 0
�

�

0 1 1
�

�

1 0 0
�

�

1 0 1
�

�

1 1 0
�

�

1 1 1
�

�

Y lasecuacionesson:
�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

,
�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

, ... ,
�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

.
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O0

O1

O2
E1

E0

O3ENA

Figura6.6:Un decodi�cadorde2 a4, conentradadevalidaciónactivaanivel bajo

6.3.3. Entradas devalidación

Lo mismoqueocurríaconlos multiplexoresy demultiplexores,existeunaentrada de vali-

dación opcional.Si estaentradaestáactivada,el decodi�cadorfuncionanormalmente,perosi

estádesactivada,sussalidassiempreestarána '0'. Existendostiposdeentradadevalidación,las

activasanivel altoy lasactivasanivel bajo.

En la �gura 6.6semuestraundecodi�cadorde2 a4 conentradadevalidaciónactivaanivel

bajo,por lo el decodi�cadorfuncionarásiemprequeestaentradaestéa '0' y todassussalidas

permanecerándesactivadascuandola entradadevalidaciónestéa '1'.

Lasecuacionesdeestedecodi�cadoriránmultiplicadaspor
���

�

, siendoENA la entradade

validación:

�

�




E
�

�

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

�

�

�

���

�

Cuandopor la entradaseintroduceun '1' (
���

� 


�

�

, todaslassalidasirán multiplicadas

por
���

�

, quevale'0' y todasellasvaldrán'0'. Si seintroduceun '1', lasecuacionesseránlas

deundecodi�cadorde2 a4.
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O0

O1

O2
E1

E0

O3

Figura6.7:Un decodi�cadorde2 a4 consalidasactivasanivel bajo

6.3.4. Tiposdedecodi�cadoressegúnsussalidas

Lassalidasdelos decodi�cadorespuedenseractivasa nivel alto o a nivel bajo.Así, tendre-

mosdostipos: los decodi�cadorescon salidasactivasa nivel alto y los decodi�cadorescon

salidasactivasa nivel bajo. Todoslos quehemosvisto hastaahorasondecodi�cadoresactivos

anivel alto, lo quequieredecirquesi unasalidaestáactivaporella saleun '1', y si estádesacti-

vadaun '0'. Sin embargo,enlos decodi�cadoresconsalidasactivasa nivel bajoocurrejustolo

contrario.

En la �gura 6.7semuestraundecodi�cadorde2 a4 consalidasaactivasanivel bajo.

La tabladeverdadcompletaesla siguiente:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0 0 1 1 1 0

0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1

6.4. Aplicacionesde los decodi�cadores

Ademásdelusonormaldelosdecodi�cadores,comopartedenuestrosdiseños,existenotras

aplicacionesqueveremosacontinuación.

6.4.1. ComoDemultiplexor

Si examinamoslastablasdeverdad,observamosquerealmnteun decodi�cadorconunaen-

tradadevalidaciónsecomportacomoundemultiplexor. Dehechonoexistencircuitosintegrados

condemultiplexores,sinoqueseusandecodi�cadores.Imaginemosquenecesitamosutilizar un

demultiplexor dedosentradasdeselección,comoel mostradoenla �gura XX.
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6.4.2. Implementaciónde funciones

6.5. Resumende implementaciónde funciones

6.6. Comparadores

6.6.1. Conceptos

6.6.2. Comparador dedosbits

6.6.3. Comparador denúmerosde4 bits

6.6.4. Extensiónde comparadores

6.7. Resumen

6.8. Ejercicios



150 CAPÍTULO 6. CODIFICADORES,DECODIFICADORESY COMPARADORES



151



152 CAPÍTULO 7. CIRCUITOSARITMETICOS

Capítulo 7

CIRCUIT OS ARITMETICOS

7.1. Intr oducción

7.2. Cir cuitossumadores

7.2.1. Sumadoresde númerosde1 bit

Semisumador

Sumador total

7.2.2. Sumadoresde númerosdemásde1 bit

Conexiónde sumadorestotales

Cuadruple sumador total

7.3. Cir cuitos restadores

7.3.1. Restadoren ca1

7.3.2. Restadoren ca2

7.4. Sumador/restador

7.4.1. En ca1

7.4.2. En ca2

7.5. Aplicación de lossumadores:transcodi�cador es

7.6. Resumen

7.7. Ejercicios
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BIESTABLES

153
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Capítulo 9

REGISTROS
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Capítulo 10

CONTADORES
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AUTOMATAS FINIT OS
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Capítulo 12

Solucióna losejerciciospropuestos

12.1. Sistemasde representación

1. Pasarlossiguientesnúmerosadecimal

a)
� 


"

	

=
�

� �����




� ����� " � ���




�

���

�

� �

� "




231

b)
���

� �

�


��

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

�

� � �

�

�


���


+ 18 + 1 = 73

c)
�

�

�

�

� =
�

� �	�����

�

� ��� � �

�

� �����


 ���

��� + 240+ 2 = 2802

d) ��� � � �

�

= � �

�

� � � �

�

� � � �

�

��� � �

�

��� � �

�

�




��� + 4 + 2 + 1 = 23

2. Pasardebinarioahexadecimal

a) 0101101011111011= 0101-1010-1111-1011= 5-A-F-B = 5AFB

b) 10010001110000101= 1-0010-0011-1000-0101= 1-2-3-8-5= 12385

c) 1111000011110000= 1111-0000-1111-0000= F-0-F-0= F0F0

d) 0101010110101010= 0101-0101-1010-1010= 5-5-A-A = 55AA

3. Pasardehexadecimalabinario

a) FFFF= F-F-F-F= 1111-1111-1111-1111= 1111111111111111

b) 01AC = 0-1-A-C= 0000-0001-1010-1100= 0000000110101100

c) 55AA = 5-5-A-A = 0101-0101-1010-1010= 0101010110101010

d) 3210= 3-2-1-0= 0011-0010-0001-0000= 0011001000010000

161
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12.2. Algebra de Boole

Ejercicio 1:

En algunosejerciciosseexplicaentrellaves({}) lospasosquesehanseguido.

Realizar lassiguientesoperaciones:

1. 1 + 0 = 1 (Porla de�nición del operadorbooleano+)

2. 1 + 1 = 1 (Porla de�nición del operadorbooleano+)

3. 1.0= 0 (Porla de�nición del operadorbooleano.)

4. 1 � 1 = 1 (Porla de�nición del operadorbooleano.)

5. A+0 =A (0 esel elementoneutro dela operaciónbooleana+)

6. A+1= 1 (Porla de�nición deloperadorbooleano+)

7. A � 1= A (1 esel elementoneutro dela operaciónbooleana.)

8. A � 0= 0 (Porla de�nición deloperadorbooleano.)

9. A+A= A (PropiedaddeIdempotenciadela operaciónbooleana+)

10. A � A= A (PropiedaddeIdempotenciadela operaciónbooleana.)

11. A+
�

= 1 (Elementoinverso)

12. A �

�

= 0 (Elementoinverso)

13. A+AB = { SacandofactorcomúnA} = A(1+B) = { B+1=1} = A (Tambiénseconocecomo

ley deabsorción).

14. A(A+B) = { Propiedaddistributica} = AA + AB = { AA=A} = A + AB = { Por el resultado

anterior } = A. (Tambiénseconocecomoley deabsorción).

15. A+AB+B = { Sacandofactor comúnenA} = A(1+B) + B = {1+B=1} = A + B. También

sepodríahaberaplicadoa la expresióninicial la ley deabsorción:A+AB = A.
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Ejercicio 2:

Aplicar las leyesdeMor ganen lossiguientescasos:

1.
�

�

�

�

�

�

= {Aplicando Morgana ambostérminosdel producto}=
�

�

�

�

�

= {Apli-

candoMorganal segundosumando}=
�

�

�

�

�

2.
�

�

�

�

�

�

�

=
�

�

�

�

�

�

�

= {
�

�

�

�

�


 �

�

�

�

�

} = AB+CD+
�

(tambiénse

puedeaplicarMorganprimeroal termino
�

�

�

�

�

, perohay quedar máspasospara

llegaral �nal).

3. �

�

�

�

�

�

�

�

�

=
�

�

�

�

�

�

�

=
�

�

�

�

�

�

�

= (
�

�

�

) � (
�

�

�

)+
�

Ejercicio 3:

Obtener el valor de lassiguientesfuncionesbooleanas,en todosloscasos.

1.
�


 �

�

�

Comohay4 variables,tenemos4 casosposibles:

a) A=0, B=0 �

�

� �

�

�

�




� � �




�

b) A=0, B=1 �

�

� �

�

�

�




� � �




�

c) A=1, B=0 �

�

� �

�

�

�




� � �




�

d) A=1, B=1 �

�

� �

�

�

�




� � �




�

2.
�


 �

�

�

Tambiénhay4 casosposibles:

a) A=0, B=0 �

�

� �

�

�

�




� � �




� � �




�

b) A=0, B=1 �

�

� �

�

�

�




� � �




� � �




�

c) A=1, B=0 �

�

� �

�

�

�




� � �




��� �




�

d) A=1, B=1 �

�

� �

�

�

�




� � �




��� �




�

3. F=
�

�

�

�

�

Tenemostodoslossiguientescasos:
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a) A=0,B=0,C=0 �

�

� �

�

�

�

�

�




� ��� � �




� � �




�

b) A=0, B=0, C=1 �

�

� �

�

�

�

�

�




� ��� � �




� � � � �




� � �




�

c) A=0, B=1, C=0 �

�

� �

�

�

�

�

�




� ����� �




� � ��� �




�

d) A=0, B=1, C=1 �

�

� �

�

�

�

�

�




� � � � �




� � � � �




�

e) A=1, B=0, C=0 �

�

� �

�

�

�

�

�




� �
� � �




� � �




�

f ) A=1, B=0, C=1 �

�

� �

�

�

�

�

�




� �
� � �




� � � � �




�

g) A=1, B=1, C=0 �

�

� �

�

�

�

�

�




� � � � �




� � �




�

h) A=1, B=1, C=1 �

�

� �

�

�

�

�

�




� � � � �




� � � � �




� � �




�

Ejercicio 4:

Dadaslassiguientesfuncionesbooleanas,obtenersucorrespondientetabla de verdad.

Para resolver estetipo de ejerciciosresultacómocolocarnuevascolumnascon resultados

intermedios.

1.
�


 �

�

�

Funciónde2 variables.La tablatiene4 �las.

A B
�

F

0 0 1 1

0 1 0 0

1 0 1 1

1 1 0 1

2.
�


 �

�

�

�

�

�

�

Funciónde2 variables.La tablatiene4 �las.

A B
�

�

�

� �

�

�

F

0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 1

1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 1

3. �


��

��� � � �

�

� � ���

Funciónde3 variables.La tablatiene8 �las
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X Y Z
�

� �

�

� � � �

�

� � � � F

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 1 0 0 0

1 0 1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 1 1 0 1

1 1 1 0 0 0 0 0 0

4. �




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Funciónde4 variables.La tablatiene16 �las

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

S

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 1 1

1 0 0 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 1

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 0

Ejercicio 5:

Desarrollarlassiguientestablasdeverdadpor la primeraformacanónica:

1. Tabla1:
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A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Comola funcióntienedos“unos”, serála sumadedostérminos:

�


 �

�

�

�

�

�

�

2. Tabla2:

A B C F

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 0

La funcióntienetres“unos”, serála sumadetrestérminos:

�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ejercicio 6:

Dadaslassiguientesfunciones,indicarsi seencuentraexpresadasenla primeraformacanó-

nica,y si esasí,obtenerla tabladeverdad

1.
�


 �

�

�

�

�

�

�

Sí seencuentraenla primeraformacanónica,puestoqueesunasumadeproductos,y en

cadasumandoseencuentrantodaslasvariables.En la tabladeverdadF valdrá'1' cuando

A=0, B=1 y A=1, B=1:
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A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

2.
�


 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Tambiénestáenla primeraformacanónica.En estecasola funciónesdetresvariables:

A B C F

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

3.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Estafunción NO estáen la primeraforma canónica.En el último sumandono aparecen

todaslasvariables.

4.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Estasí lo está:
�

�

�

�

�

�

F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1
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Ejercicio 7:

Desarrollar lassiguientestablas deverdad por la segundaforma canónica:

1. Tabla1:

A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Nos�jamos enlas�las enlasqueF=0 y obtenemosel productodesumas,conel criterio

dequesi unavariableestáa1 usaremossunegaday quesi estáa '0' usaremosesamisma

variable:

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

2. Tabla2:

A B C F

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 0

En estecasola función esde tresvariablesy hay cuatro�las en las queF=0, por tantotendrá

cuatrotérminosquevanmultiplicados:

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

Ejercicio 8:

Dadaslassiguientesfunciones,indicarsi seencuentraexpresadasenla primeraformacanó-

nicao enla segunda.En casodequeasísea,obtenerla tabladeverdad.
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1.
�




�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

Estáen la segundaforma canónica,puestoqueesun productode sumas,y en todoslos

términosseencuentranlas dosvariables.Paraconstruirla tablade verdadtenemosque

tenerencuentaqueenlas�las enlasqueA=0, B=0 y A=1,B=1la funciónvale'0', y para

el restode�las vale'1':

A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

2.
�


 �

�

�

�

�

�

�

Seencuentraenla primeraformacanónicapuestoqueesunasumadeproductosy encada

unadelassumasseencuentranlasdosvariables.En la tabladeverdad,enlas�las enlas

queA=0,B=1y A=1,B=0 la funciónvale'1', y enel restode�las valdrá'0'

A B F

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

3.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Seencuentraenla segundaformacanónica.La tabladeverdades:

�

�

�

�

�

�

F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1
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4.
�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Estáenla primeraformacanónica.La tabladeverdades:

�

�

�

�

�

�

F

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

5.
�




�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

NO estáenningunaformacanónica.

Ejercicio 9:

Obtenerlasexpresionesmássimpli�cadasapartirdelastablasdeverdad:

1. Tabla1:
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A B C D F

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 1 1 0

0 1 0 0 0

0 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 0

1 1 0 1 0

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

El diagramadeKarnaughes:

00 01 11 10

00

01

11

10

AB

CD

1

1 11 1

0

0

0

0

0 0

0

0

0

0

1

y la funciónes:

�




�

�

�

�

�

�

�

2. Tabla2:
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�

�

�

�

�

�

�

�

F

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 1 1 0

0 1 0 0 1

0 1 0 1 0

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 0 1 0

1 0 1 0 0

1 0 1 1 0

1 1 0 0 0

1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

El diagramadeKarnaughes:

E3 E2

E1 0E
00 01 11 10

00

01

11

10

1 0

1 1 1

1

0 0

0

0 0 0

0 0 0 0

y la expresióndeF:

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
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Ejercicio 10:

Operarconlassiguientesexpresionesobteniendola mayorcantidadposibledeoperaciones
�

1.
�

�

�

�

�

�

�

= {De�nición dela opereración
�

} =
�

�

�

2.
�

�

�

�

�

�

�

= {De�nición dela operacionXOR negada}=
�

�

�

3. �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

={Aplicando la de�nición dela operaciónA
�

B}

= (A
�

B).
�

+ �

�

�

�

�

.C = {Aplicando nuevamentela de�nición dela operación
�

} = A
�

B
�

C

4.
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




{Aplicando la propiedad
�

�

�


 �

�

�

}=
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




{Como
�




�

} =
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

={Aplicando
�

�

�


 �

�

�

}=
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

={Aplicando que
�

�

�

�

�

�

�




� }=
�

�

�

�

�

�

�

={Por la de�nición de
�

}=
�

�

�

Ejercicio 11:

Dejarlassiguientesexpresionesenformadesumasdeproductos:

1. (x + y + z)(� +z) = {Aplicando propiedaddistributiva} = x �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

� �

=
�

� �

� �




�

� �




�

� �

�

= y �

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

= {Sacandofactorcomúnenz} = y �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

= {Algo + 1 = 1} = y �

�

�

2. �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




{Aplicando Morganal primertérmino} = �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= { �




���

= x.
�

�

�

�

�

�

�

�

�

= {Prop. distributiva} = x.
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

=

�

� �

�

�

�




�

�

�

�




�

� �

�

= x.
�

�

�

3. �

� �

�

�

� �




{Aplicando Morganen términos�

�

�

�

�

, �

�

�

�

�

} = �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=
�

�
�

�




�

�




�

�
�

�

= ( �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= {Prop.distributiva} = � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

=

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�




�

�

�

�




�

� �

�

�

�

�

�

�

�

= yx +
�

�

�

�

�

�

�

�

= {Ley absorción:
�

�

�

�




�

} = yx +
�

+ �

�

�
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